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1. Espacios Topologicos

1.1. La topologia de R". Los Espacios Métricos
Definicién 1.1. Se define el conjunto R™ de la siguiente forma:
R ={z=(z1,...,zn) |m € R, i€ {1,...,n}} neN=1{1,2,3,...}
Definicién 1.2 (Producto escalar). Se define el producto escalar como:
(,): R"xR" — R
(2,9) — (z,y) = (v,9) =Y iy,
i=1

Definicién 1.3 (Norma euclidea). Se define la norma euclidea o norma usual en

R™ como:
[-ll2: R* — Ry

o=zl = iz 2) =

Asociada a || - ||2 tenemos la distancia euclidea o usual en R™:

dy: R"xR* — R
(z,y) +— do(x,y) = [ly — 2|2

Notacién. En el caso de que no se especifique subindice en la distancia, nos referi-
remos a la distancia euclidea.

Algunas propiedades que se verifican de la distancia son:
1. d(z,y) 20, Vz,y € R" Ademds, dy(z,y) =0<=z =1y.
2. Simetria: do(x,y) = da(y,x), Vx,y € R™.
3. Desigualdad triangular: do(z, 2) < da(x,y) + da(y, 2), Vr,y,z € R"
Ejemplo. Para R (n = 1), se tiene que:
el =1z]  dlz,y)=ly—2z| VzyeR
Definicién 1.4 (Bola). Sea x € R" y consideramos r € RT. Se definen:
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Topologia I 1. Espacios Topologicos

» Bola (abierta) de centro x y radio r como:

B(z,r) ={y e R" | d(y,z) <r}

= Bola cerrada de centro = y radio r como:

B(x,r) ={y e R" | d(y,z) <r}

En el caso de que simplemente se mencione una bola, sin especificar si es abierta
o cerrada, nos referiremos a la bola abierta.

Definicién 1.5 (Esfera). Sea € R" y consideramos r € RT. Se define la esfera de
centro x y radio r como:

S(a,r) ={y e R" | d(y,z) =}
Ejemplo. Algunos ejemplos de bolas y esferas son:
1. Para R (n = 1), consideramos x € R y r € R*. Entonces:

B(z,r) =lx —r,x+r|
B(z,r) = [z —7rx+7]
S(z,r)={x—r,x+r}

2. Para R? (n = 2), consideramos = € R* y r € R*. Entonces:

(a) B(z,r).

Podemos ver que el circulo
se incluye pero la circunfe-
rencia no.

(b) B(z,r).
Podemos ver que el circulo
se incluye y la circunferen-
cia también.

(c) S(z,r).

Podemos ver que solo se in-
cluye el circulo. La circun-
ferencia no se incluye.

Figura 1.1: Bolas y esferas en el caso de R? (n = 2).

3. Para R? (n = 3), consideramos = € R® y r € R™. Entonces:
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Topologia I 1. Espacios Topologicos

(a) B(z,r). (b) B(z,7). (c) S(z,7).
Podemos ver que el interior Podemos ver que el interior Podemos ver que solo se in-
se incluye pero el borde no. y el borde se incluyen. cluye el borde.

Figura 1.2: Bolas y esferas en el caso de R? (n = 3).

De las definiciones, se deduce de forma directa y trivial la siguiente proposicion:
Proposicion 1.1. Sea x € R™ y consideramos r € RT. Tenemos que:

1. B(x,r) = B(z,7) U S(z,71),

2. S(x,r) = B(z,7)\ S(x,7),

3. Sea s € R*. Sir < s, entonces B(z,7) C B(x,s).

A continuacion, veamos que las bolas son de gran utilidad para la convergencia
de sucesiones. Recordemos la definicién de sucesion convergente:

Definicién 1.6. Una sucesién {x,} es convergente a un limite zg si:
Ve e RT, FjoeN||z; —xol <& Vj> jo

Observacion. Notemos que, usando el concepto de distancia, una sucesiéon {z,} es
convergente a un limite xq si:

V€€R+, 3]06N| d(LUj,.To) <e VY3>70

Notemos que, usando el concepto de bola, una sucesién {z,} es convergente a
un limite zq si:
VEER+, HjQGNleEB(ZL'(),ZE) Y7 > jo

Veamos ahora lo andlogo para el caso de la continuidad de funciones:

Definicién 1.7. Una sucesién f: I C R — R es continua en xg € [ si:
VeeR"Y, 30>0]||f(x)— f(zo) <e Vaxel, |[x—xo <4

Observacion. Notemos que, usando el concepto de distancia, dado I C R, la funcion
f I — R es continua en xg € [ si:

Ve € R, 36> 0| d[f(z) — f(zo)] <& Vael, dfx)— fla)] <0

Notemos que, usando el concepto de bola, una funcién f : I C R — R es continua
en xg € I si:

Ve € R, 36> 0] f[B(wo,0)] C Bf(wo,¢)]
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Topologia I 1. Espacios Topologicos

Definicién 1.8 (Espacio Métrico). Sea X # () un cojunto no vacio. Un espacio
métrico es un par (X, d) donde d : X x X — R cumple:

D1) d(z,y) >0, Vz,y € X. Ademds, se tiene que d(x,y) =0 <= z = y.
D2) d(z,y) =d(y,x), Vz,ye€ X.
D3) d(z,2) <d(z,y)+d(y,z), Vz,y,z € X.

A la aplicacién d se le denomina distancia en X.

Observacion. Los apartados D2, D3 y la segunda parte de D1 implican la primera
parte de D1. Para verlo, sean z,y € X:

a D3
0L d(w, ) < dx,y) + d(y, x) Z 2d(x, y)

En un espacio métrico también se definen las bolas y las esferas definidas en el
caso de los reales. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea z € X y consideramos r € RT.
Entonces:

» B(x,r)={ye X |d(y,x) <r}
(z,r)={y € X | d(y,z) <r}
(z,r)={y € X |d(y,x) =1}

Notacién. Notamos S” = S(z,1) C R*™! donde z = (0,...,0) € R**L,

L @

Definicién 1.9 (Espacio Normado). Sea V' un espacio vectorial real. Un espacio
normado es un par (V|| -||) donde || - || : V — R cumple:

N1) |jv]| 20, Vv e V. Ademsds, se tiene que ||v|| =0 <= v = 0.

N2) (M| = [M[jv]], YveV,AeR.

N3) |lu+v| < |ul| +|v]l, Vu,v € V. Se denomina desigualdad de Minkowski.
Diremos que || - || es una norma en V.

Observacion. Los apartados N2, N3 y la segunda parte de N1 implican la primera
parte de N1. Para verlo, sea v € V:

2“:N1 H

N3 N2
0 vt ()l < ol + | = ol = 2]l

Proposicién 1.2. Todo espacio normado (V.|| - ||) es también un espacio métrico
con
d(u,v) = [lv —ul, Yu,veV

A d se le denomina distancia asociada a (o inducida por) la norma, y se denota por

dj |-

Demostracion. Veamos que la distancia asi definida es una distancia:
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Topologia I 1. Espacios Topologicos

1. d(u,v) = ||v — u|| = 0. Ademds, se tiene que

dlu,v) =|lv—u|l|=0<=v—-—u=0<=v=u

2. d(u,v) = [lv —ul| = [ = 1] - [lu = v]| = [lu = v[| = d(v, u).

3. d(u,t) = |[t—u|| = ||t —u+v—2|| = ||[v—u+t—0v]||. Aplicando la desigualdad
triangular, tenemos que d(u,t) < [[v — u|| + ||t — v|| = d(u,v) + d(v, t).

Por tanto, vemos que efectivamente es una distancia y, por tanto, se trata de un
espacio métrico. O

Definicién 1.10 (Métrica euclidea). Una aplicacién se denomina por métrica euclidea
si es una forma bilineal simétrica y definida positiva.

Definicién 1.11 (Espacio vectorial euclideo). Un espacio vectorial euclideo es un
par (V, (,)) donde V es un espacio vectorial real y (,) : V' x V' — R es una métrica
euclidea en V.

En él, tenemos la norma y distancia asociada (o inducida):

[oll =~/(r,r) du,v) =flo—ul|l  YVuveV
Observacion. Se cumple que:
E.V. Euclideos € E. normados C E. métricos

Ejemplo. Ejemplos de espacios normados son:

1. (R™, (,)), con (,) =

n
x;y; es un espacio vectorial euclideo con la norma ||- ||z.
i=1

2. En R", para cada p € N se define la norma p como:

I-llp: R* — R

n
T — | ;[P
C i=1

Se tiene que (R™, || - ||,) es un espacio normado.

» Para p = 2, se tiene que || - ||2 es la norma usual.

» Parap =1, lanorma ||| es la distancia del taxi o métrica de Manhattan.

3. En R", se define la norma infinito como ||z||- = 1H<IZLX{|%|}
<i<n

Se tiene que (R", || - ||o) s un espacio normado.

Veamos cémo son las bolas abiertas para las distintas normas presentadas en el
anterior ejemplo. Dado x = (z1,15) € R% r € RT, se tiene que:

By(z,r) = {y = (y1,92) € R? | \/(951 — )%+ (2 — )2 <r}
Bi(z,r) ={y = (y1,y2) € R? | |21 — y1| + |z2 — 32| <1}
Boo(z,7) ={y = (y1,12) € R? | méx{|z1 — m1, |z2 — 12|} < r}
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Y Yy Yy
//’_—\\\ /”\\ I___________—I
{ T \ o s ' T I
. et L < S--->7T : A -
A 4 ; I
\\ // \\ 4 | :
N < . !
x x z
(a) Ba(z,r) (b) Bi(z,7) (¢) Boo(w,T)

Figura 1.3: Bolas abiertas en el caso de R? (n = 2) para distintas normas.

Ejemplo. En el espacio vectorial V' = C%([a, b], R) de las funciones reales continuas
definidas en el intervalo [a,b], con a < b tenemos la métrica euclidea

(f.g) = / F(2)g(x) do

Tenemos que dicho espacio vectorial con esa norma definida es un espacio vectorial
euclideo.
Cabe destacar que dicho espacio vectorial tiene dimensién infinita.

Ejemplo. Sea X # (). Se define la distancia discreta en X como dg. : X X X — R

como:
0 si z=vy

d(x,y):{ 1 si x#y

Dado z € X,r € R™, las bolas y esfera son:

Cf{z} st r<1 5 f {z} st r<1
B(l“”“)_{ X sir>1 P@EI=0% 6 ez

Proposicion 1.3. Si d es una distancia en X y A € RT, entonces \d es también
una distancia en X. Ademds, se tiene que:

Byi(z,7) = By (:L‘, %)

Demostracion. Comprobamos en primer lugar que se trata de una distancia. Para
ello ha de cumplir las tres condiciones dadas en la definicién de espacio métrico:

1. Md(z,y) 20, Va,ye X,yaque>0,d(x,y) > 0. Ademds, como A # 0, se
tiene que Ad(z,y) =0 <=z =y.

2. Trivialmente, se tiene que Ad(x,y) = Ad(y,x), Vz,y € X.

3. M(z,z) < M(z,y) + Md(y,z), Vr,y,z € X, ya que al ser A\ > 0 se puede
sacar como factor comun y pasar dividiendo sin que afecte al sentido de la
desigualdad.

10
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Topologia I 1. Espacios Topologicos

Por tanto, tenemos que se trata de una distancia. Comprobemos lo referido a las
bolas:

Bu(z,r) ={y € X | M(z,y) <r} = {y € X |d(z,y) < %} = DBy (ﬂf §>

]

Definicién 1.12 (Conjunto abierto métrico). Sea (X, d) espacio métrico. Diremos
que un conjunto U C X es abierto métrico si U = (), o bien

VeeU, Ir e RT | B(z,r) CU
Denotamos 7Ty = {U C X | U es un abierto métrico en (X,d)} C P(X).

Ejemplo. En (R? d), hemos de notar que todo abierto no puede incluir al borde,
ya que si se incluyese entonces al escoger un punto del borde no se cumpliria la
condicién pedida.

Algunas propiedades de los abiertos son:

Proposicién 1.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces:
(A1) 0, X € Ty.
(A2) Si{U;}icr C Ta, entonces |J U; € Ty.
i€l
(A3) Si Uy, U, € Ty, entonces Uy NUs € Ty.

Demostracion.

(A1) @ € T4 trivialmente. Ademds, X € T debido a que, para todo punto de X, se
tiene que la bola centrada en él, independientemente del radio, esta contenida
en el total X.

(A2) Si{U;}ier C Ta, entonces |J U; € Ty.
iel
Seax € U = |J U, por lo que 3i € I | x € U;. Por tanto, Ir € R tal que
il
B(z,r) € U; C U, por lo que se tiene.

(A3) Si Uy, Us € Ty, entonces Uy NUy € Ty

Sea x € UNU,. Entonces, como x € U;, se tiene que 3B(x,r;) C U; conr; € RT
para ¢ = 1,2. Supongamos (sin perder generalidad) que r; < 75. Entonces,
tenemos que B(x,r;) C B(z,r3) C Us. Por tanto, como B(x,r) C Uy, U,
tenemos que B(z,71) C Uy N Us, por lo que Uy NUs € Ty.

[]

Por la tercera propiedad, la demostracion mediante induccion sobre k del siguien-
te apartado es inmediata:

Corolario 1.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico.
Entonces, si Uy, ..., U, € Tq, k € N entonces Uy N ---NU, € Ty.
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Proposicién 1.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Se cumple que todas las bolas
abiertas son abiertos métricos.

Demostracion. Sea la bola abierta B(x,r). Consideramos y € B(x,r). Veamos si
Jde e R | B(y,e) C B(z,r).

Como d(z,y) < r por la eleccién de y, tenemos que 3¢ € RT | d(z,y) + e < r.
Veamos que B(y,e) C B(z,r). Considerando z € B(y, ¢), se tiene que:

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) <e+d(z,y) <r

Por tanto, tenemos que 3¢ € R | B(y,e) C B(x,r), por lo que la bola B(z,r)
es un abierto. O]

No obstante, el otro sentido de la afirmacién no se tiene; es decir, no todo abierto
métrico es una bola. Ejemplo de esto es R"™.

Observacion. Respecto a la propiedad A3), hemos de destacar que, en general, la
interseccién infinita de abiertos no es abierto.
Por ejemplo, dado = € (R",7,), tenemos que:

1
ﬂ B (x, —,) = {x}
jeN J
y un punto solo no es un abierto.

Proposicién 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, todo abierto se puede
escribir como la union de bolas abiertas y como union de bolas cerradas.

Demostracion. Sea el abierto U C T. Sea x € U € T, y por ser U un abierto se
tiene que Je, > 0 tal que B(z,e,) C U.

Por tanto, z € B (x, %) C B(z,e,) C U, por lo que:
_ Ex
ve B<x,3> c |JBlwe)cU
zeU zelU
Por tanto, por doble inclusiéon tenemos demostrado el resultado. O]

Ejemplo. Veamos ejemplos de abiertos:

1. En (R, d,) los tinicos conjuntos abiertos son los que conocemos como intervalos
abiertos.

2. En (X, dgisc) tenemos que Tgise = P(z).

Definicién 1.13. Sea X # () un conjunto y di,dy distancias en X. Decimos que
dy, dy son equivalentes en X si da,b € R tales que:

adl(xay) <d2($,y) gbdl(may)a Vl’,yEX
Proposicién 1.7. Si di,d, son distancias equivalentes en X # (), entonces:

7_le1 :7_le2

12



Topologia I 1. Espacios Topologicos

Demostracion. Supongamos que las distancias son equivalentes; es decir, Ja,b € R
tales que:
adl(xay) ng(fE,y) <bd1($ay)7 Vﬂ?ayeX

Demostramos por doble inclusion.

w Ty, C Ty SeaU € Ty, y supongamos U # () ya que en dicho caso se tiene de
forma directa. Veamos que U € Tg,. Sea x € U € Ty,, por lo que:

Je € RT | By, (z,6) C U

Veamos que By, (z,ae) C By, (z,¢). Para todo y € Bg,(z,ac), se tiene que
ady(z,y) < da(y,x) < ae por pertenecer y a la bola. Por tanto, como d; (z,y) <
g, se tiene que y € By, (x,€) y, por tanto, By, (z,ac) C By (x,¢). Por tanto,
U € Ta, vy, por tanto, 74, C Tg,.

» Ty, D Ty,: Consideramos U € Tg,, U # (). Veamos que U € Tg,. Sea x € U €

Ta,, por lo que:
Je € RY | By, (x,be) C U

Veamos que By, (z,¢) C Bg,(z,be). Para todo y € By, (z,¢), por ser las dis-
tancias equivalentes se tiene que ds(y, z) < bdy(z,y) < be por pertenecer y a
la bola. Por tanto, como dy(x,y) < be, se tiene que y € By,(x,be) y, por tanto
se tiene que By, (x,€) C Bg,(x,be). Por tanto, U € Ty, vy, por tanto T4, C Ta,.

Por doble inclusién, se tiene que 7; = 7s. n

Observacion. Si || - |li v || - |l; son dos normas en R", entonces se tiene' que sus
distancias asociadas d; y d; son equivalentes, luego 7; = 7;. Por tanto, en R" se
denomina 7, independientemente de la norma escogida.

No obstante, no es cierto que toda distancia en R" esté asociada a una norma.
Por ejemplo, dg;s. no esta asociada a una norma, y se tiene que

PR) = Tay. # Ta

1.2. Espacios Topoldégicos

Definicién 1.14 (Espacio Topolégico). Un espacio topoldgico es un par (X,7)
donde X # () es un conjunto y 7 C P(X) es una familia de subconjuntos que
cumple:

Al) 0, X eT,
A2) Si {U;}ier C T, entonces |JU; € T,

icl
A3) SiUy,Uy € T, entonces Uy NU; € T.

La familia 7 decimos que es una topologia en X, y los elementos de 7 decimos
que son abiertos en (X, T).

!Este resultado no se demuestra, ya que es materia de Analisis, no de Topologia.
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Proposicién 1.8. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Entonces, Si Uy,..., U € T,
con k € N, entonces:

Uyn---NU, €T
Ejemplo. Algunos ejemplos de espacios topoldgicos son:

1. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces (X, 7y) es un espacio topolédgico. A
T4 se le denomina topologia métrica en (X, d).

Si T es una topologia en X tal que T = 7T se dice que el espacio topoldgico
(X, T) es metrizable.

2. Topologia usual en R™: T, = Ty, .

3. Topologia trivial: (X, T;) tal que X # 0y T; = {0, X }.

4. Topologia discreta: (X, Taisc) tal que X # 0y Taise = P(X) = Tayo.e A Taise
también se le denota como Tp.

5. Topologia del punto incluido: Sea X # ), 2o € X. Entonces, la topologia del
punto incluido es:

Too = {0} U{U C X |29 € U}

6. (R,7={0,R,QR\Q}).
7. Topologia cofinita: Sea X # 0, y sea Top = {0} U{U C X | X \ U es finito}.

Si X es finito, se tiene que Tor = Taise.

8. Topologia conumerable: Sea X # 0, y sea Ton = {0} U{U C X tal que
X \ U es numerable}.

Si X es numerable, se tiene que Toy = Taise.

9. Topologia de Sierpinski: Sea X = {a,b} y T = {0, {a}, X}.

10. Topologia de Sorgenfrey: X = R y Tg es un conjunto tal que:

UeTs<eVrelU, FJeecR|[z,x+e] €U

Como hemos visto, un mismo X # () puede admitir diferentes topologias.
Lema 1.9. Si (X,7T) es metrizable, entonces Vx,y € X, x # y se tiene que:

relU yeV
U,V €T tales que: A
Uunv =19

Demostracion. Por ser metrizable, tenemos que 7 = 7T; la topologia métrica en
(X,d). En dicho espacio métrico, podemos considerar la distancia d(z,y) > 0. En-

d
tonces, consideramos r € R tal que r < (562’ y)’ sea U = B(z,7)y V = B(y,r),

que existen por ser Ty la topologia métrica. Entonces,

UNV={ze X |dz,2) <rAd(y,z) <r}
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Consideramos ahora z € U NV, y veamos a que llegamos a una contradiccién.
Por la desigualdad triangular, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) < 2r. No obstante, por la
eleccién de r tenemos que d(x,y) > 2r, por lo que llegamos a un absurdo y tenemos,
por tanto, que UNV = (. O

Definicién 1.15. Sean X # () un conjunto, y 7; y 7T dos topologias en X. Diremos
que 75 es més fina que 77 o, equivalentemente, que 7; es menos fina que 75 si 71 C Ts.
Lo notaremos como 77 < 73 o, equivalentemente, 75 > T7.
Ademas, si 71 < T2 v T2 < Ti, lo notaremos como 7T; = 7Ts.

Ejemplo. Algunos ejemplos de topologias mas finas o menos finas son:
1. Tor < Tony en X # 0.
2. En X # 0, se cumple que T; < T < Tagise, VT topologia.
3. En R, se tiene que T, < Tg. No obstante, no son iguales, ya que [0, 1[€ Tg\ 7.

4. Hay topologias que no son comparables; por ejemplo, las topologias de punto
incluido.

Definicién 1.16 (Conjunto cerrado). Sea (X,7T) un espacio topoldgico. Diremos
que F' C X es cerrado si X \ F es abierto; es decir, X \ F € T.
Denotamos Cy = {F € X | F es cerrado en (C,T)}.

De la definicion de los cerrados como los complementarios de los abiertos, y
partiendo de la definicion de los abiertos, se tiene que:

Cl) @,XECT,
X\0=XeT X\X=0eT

C2) Si{F;}icr C Cr, entonces () F; € Cr,

icl

X\\FE=Ux\F)eT

iel iel
donde he afirmado que pertenece a la topologia ya que X \ F; es un abierto
por ser F; un cerrado; y la unién arbitraria de abiertos es abierta.

C3) Si Fy, Fy € Cr, entonces Fy U Fy € Cr.

X\ (FLUR) =(X\F)N(X\F)eT

donde he afirmado que pertenece a la topologia ya que X \ F; es un abierto
por ser F; un cerrado; y la interseccién finita de abiertos es abierta.

De la definicién de cerrado, se deduce que dado (X,7T) espacio topolégico, en-
tonces:

» JeT = X\Ue€Cr

» FeCr<— X\FeT

15
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» T <<= T Clhy+= Cr CCp

En particular, 7 = 73 <= Cp = Crp,.

= En general, puede haber conjuntos en X que no sean conjuntos abiertos ni

cerrados; es decir, P(X) # T U Cr.
En (R, 7,), el conjunto [0, 1[¢ T UC7, por lo que se tiene lo antes mencionado.

» Una unién infinita de cerrados puede no ser cerrado.

Ejemplo. Algunos ejemplos de cerrados son:

1.
2.

6.

Topologia trivial: (X, T;) tal que X # 0y T, = {0, X }. Tenemos que C; = {0, X }.

Topologia discreta: (X, Tgse) tal que X # 0y Tgse = P(X). Tenemos que

Cdisc - P(X)

. Topologia del punto incluido: Sea X # 0, zo € X. La topologfa es:

Too = {0YU{U C X |25 € U}

Sus cerrados son:
Coo ={X}U{FC X |20¢ F}

. Topologia cofinita: Sea X # (), y sea Top = {0} U{U C X | X \ U es finito}.

Tenemos que sus cerrados son Cop = {X} U{F C X | F es finito}.

. Topologia conumerable: Sea X # (), y sea su topologia la dada por

Tenv = {0} U{U C X | X \ U es numerable}
Tenemos que sus cerrados son Coy = {X} U{F C X | F' es numerable}.

(R, 7 ={0,R,Q,R\ Q}). Tenemos que T = C7r.

Hay muchos espacios topolégicos que no admiten una descripcion explicita de su
familia de cerrados. Ejemplos de esto son la topologia usual o la topologia de Sor-
genfrey.

Proposicién 1.10. En un espacio métrico (X,d), las bolas cerradas con conjuntos
cerrados.

Demostracidon. Sea x € X, y consideramos r € R*. Veamos que B(z,r) € Cy.
Consideramos su complementario, es decir:

X\ B(z,r) ={y € X | d(z,y) >}

Para ver que dicho conjunto es abierto, dado y € X\ B(z,r), hemos de comprobar
que 3z € R* |y € B(y,¢). Como d(z,y) > r, sea ¢ = d(x,y) —r € R.
Veamos que B(y,e) C X \ B(z,r). Consideramos z € B(y, ). Entonces,

et+r =d(x,y) < d(z,2)+d(z,y) < d(v,2)+e = d(z,2) > r = B(y,e) C X\B(z,7)

Por tanto, como para todo y € B(y,¢) existe una bola abierta contenida en
X\ B(z,r), tenemos que este conjunto es abierto y; por tanto, B(z,r) es cerrado. [
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Corolario 1.10.1. En un espacio métrico (X, d), las esferas con conjuntos cerrados.

Demostracion. Sea x € X, y consideramos r € RT. Veamos que S(z,r) € Cy.
Consideramos su complementario, es decir:

X\ S(z,r) = B(x,r)U (X \F(x,r))

Como la unién finita de abiertos es un abierto, tenemos que el complementario
descrito es un abierto, por lo que S(z,r) € Cj. ]

Teorema 1.11. Sea X # () un conjunto y C € P(X) cumpliendo que:
C1) 0,X e C.
C2) Si{F;}icr C C, entonces (| F; € C.

el
C3) Si Fy, Fy € C, entonces F1 U Fy € C.
Entonces, existe una unica topologia T en X tal que Cr = C. Ademds,
T={UeX|X\UEeC}

Demostracion. Comenzamos por la existencia. Veamos que 7T es una topologia; es
decir, comprobamos las tres propiedades de los abiertos:

A1) Trivialmente, tenemos que (), X € T por C1).
A2) Si{U;}ier C T, entonces |JU; € T.
el
Como U; € T, por la definicién de T tenemos que X \U; € C. Por la propiedad

C2), tenemos que [ (X \ U;) € C. Por tanto, por la definicién de 7, tenemos
el
que X \ (X \ U;) € T. Por ultimo, por las leyes de Morgan, tenemos que
el

X\X\T) =X\ (X\UUZ) =lJueT
iel iel iel
Por tanto, esta propiedad se tiene.

A3) Si Uy,Us € T, entonces Uy NUs € T.

Como U; € T, por la definicién de T se tiene que X \ U; € C para i = 1,2.
Por C3), se tiene que X \ U; U X \ Uy € C. Ademaés, por las leyes de Morgan,
tenemos que

X\U1UX\U2:X\(U1HU2)€C

Por tanto, por la definicién de T, tenemos que X \ (X \ (U; NU3)) € T. No
obstante, por las propiedades del complementario, se tiene que:

X\NX\NUNn,)=UNU, T

Veamos ahora que es tnica. Para ello, supongamos 7 otra topologia en X tal
que C7 = C. Por tanto, como C' = C7, tenemos que T = T". O]
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1.3. Bases de Topologia

Definicién 1.17 (Base). Sea (X,7T) un espacio topolégico. Una familia B C T es
una base de T si:

VU €T, HBi}liesr CBtalque U =|JB

i€l

A los abiertos de la base B € B se les denomina abiertos bdsicos.

Observacion. Algunas observaciones de las bases topoldgicas son:
1. La familia B no tiene por qué ser finita ni numerable.

2. Las uniones |J B; no tienen por qué ser finitas ni numerables.
el

3. Si se tienen dos familias B C B’ C T y B es una base, entonces B’ es una base.

4. T es una base de T trivialmente.

Respecto a la siguiente definicién, cabe destacar que no es un concepto extendido
en la rama de la Topologia. No obstante, es un concepto que usaremos nosotros para
comparar distintas bases.

Definicién 1.18. Sea (X, 7 ) un espacio topoldgico. Si B, B’ son dos bases topoldgi-
cas, se dice que B es més econémica que B’ si:

B8] < |B]

Proposicién 1.12 (Caracterizacién de la base). Sea (X, T) un espacio topoldgico,
y B C T. Entonces, son equivalentes:

1. B es una base.
2. YU € T,U # 0 se tiene queVx € U, AB=B, € B|x€ B=B, C U.
Demostracion.
1=2) Sea ®) # U € T, y escogemos = € U. Entonces, como B es una base,
tenemos que U = |J B;, B; € B. Por tanto, dado x € U, se tiene que 3i € |

i=1
talquex € B,=B, CU, B,é€BkB.

2=1) Sea U € T.Si U = () se tiene, por lo que suponemos U # (). Entonces,
por hipoétesis se tiene que Vo € U,dB, € B tal que z € B, C U. Por tanto,

U cC |J B, C U, por lo que por doble inclusién se tiene que U = |J B,.
zeU zelU

Ejemplo. Algunos ejemplos de bases son:

1. Para (X, T;), tenemos que las dos tnicas bases son {X} y 7.
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2. Para (X, d) espacio métrico, tenemos que una base es:
B={B(z,r) |z € X,r e R"}
A dicha base se le denomina la base usual, y se denomina como B = B,.

La demostracion de que es una base es la Proposicién 1.6.

3. Para (R, 7,), tenemos que la base usual es

B, = {la,b] |a,be R a<b}

Otra base es:
B={lp.ql |p,acQp<q}

Cabe destacar que esta segunda base es numerable.

4. Para (R",7,), tenemos que la base usual es

B, ={B(z,r) |z € R",r € R"}

Otra base es:
B={B(q,r)| ¢ €Q",r €Q"}
Cabe destacar que esta segunda base es numerable.
5. (X, Taise), B={{z} | x € X} es una base.

Ademads, tenemos que es la mds econémica. Para verlo, sea {x} € B y com-
probemos si {x} € B’ para B’ otra base. Entonces, como x € {z} € Tgisc v B’
es una base, entonces, por la caracterizacion de la base,

B eB |zeB c{z}= B ={a} el

6. Sea xg € X. (X, Ts,). Veamos que B = {{z, 20} | v € X} es una base.
Sea ) #U € Ty, x € U zg € U. Entonces, {z,z9} C U.

Ademas, tenemos que esa base es la mas econdmica.
7. (R, Ts). Tenemos que una base es B = {[a,b] | a < b}.
8. Para T = {0, R,Q, R\ Q}. Tenemos que una base de (R, T) es B = {Q, R\ Q},

que es la base mas econémica.

Cabe destacar que B’ = {R} no es una base.

Sea (X, T) un espacio topoldgico con B base. Algunas propiedades que se deducen
de las bases son:

Bl) X = (J B.
BeB

Sea X € T, B base implica que 3{B;};c; C B tal que:

Por doble inclusién se tiene de forma directa.
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B2) Si By, By € By x € By N By, entonces 3B3 € B tal que x € By C By N Bs.

Sea U = B; N By € T. Entonces, dado x € U, por la caracterizacién de las
bases topoldgicas, se tiene de forma directa que 3B3 € B tal que x € B3 C U.

Teorema 1.13. Sea X # () y B C P(X) cumpliendo las dos siguientes propiedades:

B1) X = | B.
BeB

B2) Si By,By € B yx € By N By, entonces AB3 € B tal que © € By C By N By.
Entonces, eziste una inica topologia T (B) en X tal que B es una base de T .
TB)={0} u{U C X | IH{B;}icr C B tal que U = UB’}
iel
={0tu{UcCc X |VxeU, IBeB conx € BC U}

Donde la sequnda igualdad se debe a la caracterizacion de las bases topoldgicas.
Ademds, T (B) es la menos fina que contiene a B.

A esta topologia T (B) se le denomina topologia generada por B5.

Demostracion. Demostramos en primer lugar la existencia. Para ello, hemos de com-
probar las tres condiciones de la topologia:

A1) 0 € T(B) de forma trivial. Ademas, por B1), se tiene que X € T(B).

A2) Veamos que es cerrada para uniones arbitrarias. Sea {U; }icr C T (B), y consi-
deramos = € |J U;.
il
Por tanto, 3i € I | x € U; € T(B), por lo que 3B € B tal que se tiene que
reBCU CcU,.
icl
A3) Veamos que es cerrada para las intersecciones finitas. Sean Uy, Us € T(B), y
consideramos x € U; N U, # 0.

Por la definicién del conjunto, como Uy, Uy € T (B), tenemos que 3By, By € B,
conx € By CUy yx € By CU,. Por tanto, x € By N By C Uy N Us.

Por B2), 3B; € B tal que z € B3 C B; N By C Uy N U,. Por tanto, se tiene.

Tras quedar demostrada la existencia de la topologia, comprobamos que B es
una base de la topologia.

En primer lugar comprobamos que los elementos de B son abiertos, lo cual es
trivial por la definicién de topologia. Ademas, la caracterizacién de la base es la
segunda forma de expresar la topologia, por lo que se tiene también.

Demostramos ahora la unicidad de la topologia. Supongamos T topologia en X
tal que B es base de T. Comprobemos que T = T (B).
Sea U € X, U # (). Tenemos que

UeT <= VeelUdBeB|zeBCU<«<=UcT(b)
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Por tltimo, demostramos que 7 (B) es la menos fina que contiene a B. Sea T otra
topologia en X con B C T base, y buscamos demostrar que T (B) C T.SiU € T(B),

U # 0, tenemos que 3{B;}ic; C B tal que U = |J B;. Como los elementos de la
icl

base son abiertos y la union de abiertos es abierta, tenemos que U es abierto para

T,porloqueU € T. ]

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos del Teorema anterior:

1. Si X ={a,b} y B={{a}}. Como no cumple B1), tenemos que no es base de
ninguna topologia en X.

2. Si X ={a,b,c} y B={{a,b},{b,c}}. Veamos que no cumple B2), por lo que
no es base de ninguna topologia en X.

Sea By = {a,b}, By = {b,c}. Tenemos que B; N By = {b}, pero AB;3 € B tal
que b € By C {b}.

3. Si X =Ry B={[a,b] | a <b}. Veamos que no cumple B2), por lo que no es
base de ninguna topologia en X.

Sea B = [a,b], By = [b, ¢]. Tenemos que B; N By = {b}, pero $B; € B tal que
be B; C {b}.

4. Si X =Ry B={[a,b] | a < b}, denotando [a, a] = {a}. Como cumple las dos
propiedades, tenemos que si es base de alguna topologia en X. En concreto,
es base de, por ejemplo, Ty;sc.

Proposiciéon 1.14. Sea X # 0, y sean Ti,T> topologias en X con bases By, B,
respectivamente. Entonces, son equivalentes:

1. Ti < Ts.
2. VBy € By, Yz € By, se tiene que 3By € By | 2 € By C By.
Demostracion.

1 =2) Sea By € By C 71 C Ts. Por tanto, como B, es una base de 73, se tiene
que Vo € By, 3By € By | x € By C By.

2 = 1) Por hipétesis, tenemos que VB; € By, Vx € By, se tiene que 3By € By |
r € By C B;. Notamos By como Bs,.

Entonces, sea By € B;, tenemos que:

B, C UBMCB1

r€B1

Por doble inclusion, tenemos que B es la unién de abiertos basicos de 7T, por
lo que By € Ts.

Por el Teorema 1.13, tenemos que 71 = T (B1) < 73 por ser 77 la més fina.

[]
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De forma directa, se deduce el siguiente corolario para ver cuando dos topologias
son iguales:

Corolario 1.14.1. Sea X # 0, y sean T, Ty topologias en X con bases Bi, B
respectivamente. Entonces, son equivalentes:

1. 1 ="7Ts.
2. Ocurre a la vez lo siguiente:

a) VB € By, Vx € By, se tiene que 3By € By | © € By C By.
b) VBy € By, Vx € By, se tiene que 3By € By | x € By C Bs.

Ejemplo. En R, tenemos que 7, < 7.
Tenemos que una base de T, es B, = {]a,b[ | a < b}, y una base de la Topologia
de Sorgenfrey es Bs = {[a,b[ | a < b}. Por el teorema anterior, se tiene directamente.

Proposicién 1.15. Sea X # () y sea S C P(X) una familia de subconjuntos de X .

Entonces,
W$:{Xﬂj{ﬂ&|&e&]ﬁmw}
iel
es base de una topologia en X, denominada topologia generada por S y denominada
por T(S) = T(B(S)).

Ademas, T(S) es la la topologia menos fina que contiene a S.

Demostracion. Para demostrarlo, tan solo es necesario comprobar las dos condicio-
nes del Teorema 1.13.

Bl) |J B = X de forma trivial.
BeB(S)

B2) Si By, By € B(S) y x € By N By, veamos si 93B3 € B(S) tal que x € By C
B; N Bs.

a) Si X € {By, By}, entonces se tiene trivialmente.
b) Como X ¢ {By, By}, escribimos

Blz ﬂSu Il ﬁnito, S,L es

i€ly

BQZ ﬂSZ, IQ ﬁnito, SZ es

i€l
Por tanto, tenemos que:

BiNBy= () 8 €B(S)

iel1Ulo

Por tanto, tomando By = B; N By, tenemos que x € B; N By = By C
BN Bs.

Por tanto, aplicamos el Teorema 1.13 y se tiene de forma directa. O
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Definicién 1.19. Sea (X, 7)) un espacio topoldgico y S C P(X). Decimos que S es
una subbase de T si T = T(95).

Cabe destacar que toda base es subbase.
Ejemplo.
1. § ={X} es subbase de T;.
2.R, S={]—00,b |beR}U{Ja,+oo[ | a € R} es una subbase de 7.

Cabe destacar que no es base ni de 7, ni de cualquier topologia.

1.4. Entornos

Definicién 1.20 (Entornos). Sea (X,7) un espacio topoldgio, y consideramos
x € X. Diremos que N C X es un entorno de x si 3U € T con x € U C N.

Denotamos N, = {N C X | N esentornode 2} C P(X), y lo llamaremos
sistema de entornos de x en (X, 7).

Algunas propiedades inmediatas son:
1. XeN,, VrelX.
2. N, #0, Vo € X, yaque X € N,.

3. Puede pasar que haya entornos no abiertos. Por ejemplo, en (R, 7,), se tiene
que [0,2[ € N;.

Proposicién 1.16. Sea (X,T) un espacio topolégico, y consideramos U C X . En-
tonces:

UeT <= U€eN,, VeeU
Demostracion.

—) Trivial, ya que el abierto buscado contenido en U y que contenga a todos los
elementos de U es el mismo U.
<) Como Vx € U se tiene que U € N,, tenemos que, para cada z € U, U, € T
con z € U, C U. Por tanto, U C |J U, C U, y por doble inclusién tenemos
zelU

que U = |J U,. Como la unién de abiertos es un abierto, tenemos que U € T.
zelU

O
Ejemplo. Algunos ejemplos de entornos son:
1. (X,7T:), x € X. Tenemos que N, = {X}.
2. (X, Taise), © € X. Tenemos que N, ={U C X |z € U} C Tase-

3. (X, Ts), o, € X. Tenemos que N, ={U C X |x,x2g €U} CT.
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4. (X, d) espacio métrico, y x € X. Tenemos que

N,={U C X | 3e € R" con B(z,e) C U}

En particular, B(z,e) € N,, Vo e X,e € RT.
5. (X,Tcr), x € X. Tenemos que

N, ={U € Tep|xecU}={X\F|F finito,z ¢ F} C Tor

Veamos la primera igualdad, ya que la segunda es trivial:

C) Sea N € N,. Entonces, 3U € T¢p tal que x € U C N. Como U C N, se
tiene que X \ N C X'\ U finito, por lo que X \ N es finito. Ademéds, como
z€N,zd X\N.

D) Sea U € Ter tal que x € U. Por definicién de entorno, se tiene de forma
directa que U € N,.

6. (X,7cn), x € X. De forma andloga, tenemos que

N, ={U€eTeny|x€U}={X\C|C numerable ,x ¢ C} C Ten

7. (R,7s), x € R. Entonces,
N, ={N CR |3 €R" con [z,z +¢[C N}
C) Sea N € N,. Entonces, AU € Tg tal que x € U C N, por lo que Je € R
tal que = € [x,x +¢[=U C N.
D) Supongamos que [r,z + ¢[C N. Entonces, x € [x,x 4+ ¢[C N, y como

[z, 4 €[ es un abierto se tiene.

Sea (X, T) un espacio topoldgico, y consideramos = € X. Tenemos que algunas
propiedades que se deducen del sistema de entornos de x son:

N1) N, # 0.
Esto se debe a que X € N,, Vx € X.

N2) Si N € N,, entonces z € N.
Si N € N,, entonces existe U € T tal que x € U C N. Por tanto, z € N.

N3) Si Ne N,y N C N’, entonces N' € N,.
Si N € N,, entonces 3U € T tal que x € U C N C N'. Por tanto, tenemos
que N’ € N,, y el abierto que existe serd el mismo U.

N4) Si N,N" € N,, entonces NN N’ € N,.

Si N € N,, entonces 3U € T tal que z € U C N.
Si N' € N,, entonces U’ € T tal que z € U' C N'.

Como U,U’" € T, tenemos que U NU’" € T. Por tanto, considerando la inter-
seccidn, tenemos que © € U NU" € NN N'. Por tanto, NN N’ € N,.
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N5) Si N € N,, entonces AN’ € N, tal que N C Ny N € N, Vy € N'.
Como N € N, tenemos que 3U € T con x € U C N. Sea U = N’.
Como U € T, por la Proposicién 1.16 tenemos que U € N, Vy € U. Como
U C N, por N3) tenemos que N € N,,, Vy € U.

Teorema 1.17 (Hausdorff). Sea X # () un conjunto, y supongamos que Vr € X
tenemos una familia N, C P(X) cumpliendo las siguientes propiedades:

N1) N, #0.

N2) Si N € N, entonces x € N.

N3) Si N e N, y N C N', entonces N' € N,.

N/) Si N,N' € N,, entonces NN N' € N,.

N5) Si N € N, entonces AN' € N, tal que N' C N y N € Ny, Vy € N'.

Entonces, existe una unica topologia T en X tal que N, es el sistema de entornos
de x, Vo € X. Ademds, tenemos que

T={0u{UcCX|Ue€N,VeeU}

Demostracion. Demostramos en primer lugar la existencia. Veamos que la topologia,
tal y como la hemos definido, efectivamente es una topologia.

A1) 0 €T trivialmente. Ademds, como X € N,,Vz € X, tenemos que X € T.

A2) Sea {U;}ie; € T. Supongamos que |J U; # 0. Consideramos = € |J U;, por
i€l iel
lo que Ji, € I tal que x € U,;, € T. Por tanto, U;, € N,. Por tanto, tenemos
que U;, € |J U, y, por N3), se tiene que |J U; € N,. Por tanto, tenemos que
il icl
UUieT.
iel

A3) Sean Uy,Uy € T. Veamos que Uy NU; € T

Supongamos U; N U, # (), y sea x € U; N Us. Por definicién de la topologia,
tenemos que Uy,U; € N,. Por N4), tenemos que U; N U, € N,, por lo que
UynNnUy,eT.

Para completar la demostracién de la existencia, hemos de demostrar que N, es
el sistema de entornos de x en (X, 7)) para todo = € X.
D) Sea N entorno de = en (X,7T), y comprobamos que N € N,.
Por definicién de entorno, 3U € T con x € U C N. Por tanto, U € N, por
definicién de la topologia. Como U C N, por N3) tenemos que N € N,.
C) Sea N € N,, y veamos que N es entorno de x en (X, 7).

Definimos U = {y € N | N € N,} C N. Como N € N,, tenemos que z € U.
Comprobemos que U € T.
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Sea y € U, y buscamos demostrar que U € N, para poder aplicar la Proposi-
cién 1.16. Por definicién de U, como y € U se tiene que U C N € N,,.

Por N5), 3N’ € N, tal que N’ C N con N € N, para todo z € N’. Como
tenemos que N’ € N, por N2) tenemos que y € N’ C U.

Por N3), tenemos que U € N, Yy € U.

Por tanto, U € T por la Proposicién 1.16. Queda asi demostrado que N es
entorno de x en (X, 7).

Por tanto, la existencia queda demostrada. Veamos ahora la unicidad. Para ello,
supongamos que existe otra topologia 7’ En X tal que N, es el sistema de entornos
de z, Vx € X. Entonces, por la Proposicién 1.16, tenemos que U € T si y solo si
U e N,, Vx € U, que coincide con la definicién de T dada. Por tanto, 7 =7'. [

1.4.1. Base de Entornos

Definicién 1.21. Sea (X,7) un espacio topologico, x € X y N, el sistema de
entornos de z. Una base de entornos de x en (X, T) es una familia 8, C N, tal que

VNeN, Vep,|VCN

A los elementos V' € 3, se les denomina entornos bésicos.

Algunos resultados inmediatos son:

1.

Sea 3, base de entornos de x. Entonces, N, = {N C X |3V € 5, con V C N}

Se tiene de forma directa por N3).

. Una base de entornos es 8, = N,, Vx e X.

Esto es trivial, ya que el entorno basico que existe es el propio entorno. Es
facil deducir que esta base no resulta muy util.

. Pe =N, NT ={U € T |z €U} es otra base de entornos.

Sea B base de T. Entonces, 5, = BN N, ={B € B |z € B}.

Demostrado en el Ejercicio 4.1.18.

No es cierto en general que todo entorno sea unién de entornos basicos.

Por ejemplo, en (R,7,). Tenemos que fy = {|] —e,¢[ | 0 < e < 1}, ¥y
[—1,1] € Np.

No obstante, [—1, 1] no es unién de entornos bésicos, ya que la unién de inter-
valos abiertos es abierta.

Ejemplo. Algunos ejemplos de base de entornos son:

1.

2.

(X, T;). Sea x € X. Tenemos que S, = {X}.
(X, Taise)- Sea x € X. Tenemos que 5, = {{z}}.

3. (X, Ts)- Sea x,x9 € X. Tenemos que 5, = {{z,xo}}.
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4. (R, 7,). Sea x € R". Tenemos que 3, = {B(z,¢) | ¢ € RT}. Otra base de
entornos es 3, = {B(z,¢) | e € R*}.

5. (R, Ts). Sea x € R. Tenemos que 3, = {[z,z+¢[ | e € RT}.

6. (X,d) espacio métrico. Sea 2 € X. Tenemos que 3, = {B(z,¢) | e € RT}.

Una base con menos elementos es 3, = {B(z,¢) | ¢ € Qt}, ya que en este
caso hay una cantidad numerable.

Proposicién 1.18. Sea (X,T) un espacio topoldgico, 5, una base de entornos de
xVre X y0#£U C X. Entonces:

UeT <=Vrecl IVep, |VcU

Demostracion.

=) Sea U € T, y escogemos z € U. Entonces, U € N,, y por tanto 3V € j3, tal
que V C U.

<) Sea x € U, y por hipétesis 3V € ., C N, con V C U. Por tanto, por N3) se
tiene que U € N,. Como esto es valido para todo x € X, por la Proposicion
1.16 se tiene que U € T.

O

Dado (X, T") espacio topolégico, y 3, una base de entornos de z Vz € X. Algunas
propiedades de las bases de entornos son:

V1) B, # 0.
Tenemos que N, # ) por N1), por lo que sea N € N,. Por tanto, por definicién
de ,, tenemos que AV € 3, | V C N, por lo que 3, # 0.

V2) SiV € 3,, entonces x € V.
Por N3), si V € 3, C N,, entonces = € V.

V3) Si Vi, Vs € B,, entonces V3 € B, | V3 C Vi N V.
Al ser Vi, V4 dos entornos, tenemos que Vi3 NV, es un entorno por N4). Por
tanto, por definicién de ., V3 € B, | Va3 C V1 N V4.

V4) SiV € B, 3V € B, con V! C V tal que Vy € V', IV, € 5, con V,, C V.

Sea V € (, C N,. Por N5), tenemos que 3N’ € N,, N’ C V de manera
que V € N, Vy € N'. Por ser [, una base de entornos, 3V’ € (3, tal que
VIc N cV.

Veamos que Vy € V', 3V, € B, con V,, C V. Sea y € V'. Entonces, como
V € N, y por ser 3, una base de entornos, 3V, € g8,, V,, C V.

Teorema 1.19. Sea X # ) y Ve € X sea B, C P(x) cumpliendo las siguientes
propiedades:

V1) B, # 0.
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V2) SiV € B, entonces x € V.
V3) Si Vi,V € B, entonces V3 € B, | V3 C Vi N Vs,
V) StV e By, 3V € B, con V! CV tal queVy € V', 3V, € B, con'V,, C V.

Entonces, existe una unica topologia T en X tal que B, es una base de entornos
de x Vr € X.
Ademdas, T es la inica topologia con N, = {N C X |3V € ,, VC N} Vz € X.

Demostracion. Comprobamos en primer lugar que N, cumple las condiciones del
Teorema 1.17. Veamoslo:
N1) N, # 0.

Por V1), como () # 8, C N,, se tiene.

N2) Si N € N,, entonces z € N.
Si NeN,, IV ep,conV CN.PorV2), z € V, por lo que se tiene.

N3) Si N e N,y N C N’, entonces N' € N,.

Si N € N,, entonces por definicién de N, se tiene que 3V € 5, con V C N.
Como N C N’, el mismo abierto basico V' implica que N’ € N,.

N4) Si N,N' € N,, entonces NN N’ € N,.

Como N,N" € N,, IV,V' € B, con V C N, V' C N'. Por tanto, se tiene que
VNV Cc NNN'. Por V3), V3 € 5,, Vs cVNV'C NN N'. Por tanto, por
definicion de N,, tenemos que Ny N Ny € N,.

N5) Si N € N,, entonces AN’ € N, tal que N'C Ny N € N,, Vy € N'.

Como N € N,, 3V € B, con V C N. Entonces, por V4), V' € g, V' C V
tal que Vy € V', 3V, € B,, V, C V. Tomamos N' = V' C V C N. Entonces,
como N’ € (3., se tiene que N' € N,.

Sea y € N’ = V’. Entonces, 3V, € 3, tal que V,, C V C N. Por tanto, por la
definicién de N, dada, tenemos que N € N,,.

Por tanto, por el Teorema 1.17, existe una tnica topologia en X con NN, sistema
de entornos para todo x € X. Falta por comprobar que (3, es una base de entornos
para dicho sistema de entornos, lo cual es trivial porque la definicion dada de N,
coincide con la definicion dada de base de entornos. O]

Proposicién 1.20. Sean (X, T), (X,T") espacios topolégicos. Si Vx € X se tiene
que 3B, base de entornos de x en (X, T) tal que V € N., YV € B,, entonces

T<T

Demostracion. Sea U € T . Por la Proposicién 1.18, se tiene que Vo € U, IV € j3,
con V' C U. Ademas, por hipétesis tenemos que V' € N.. Por la propiedades N3),
tenemos que U € N, y usando ahora la Proposicién 1.16, tenemos que U € T, por
lo que queda demostrado que T < 7. O]
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Corolario 1.20.1. Sean (X,T), (X,T') espacios topolégicos. Si Vx € X se tiene
que:

1. 3B, base de entornos de x en (X, T) tal que V € N., YV € 3,
2. 3B base de entornos de x en (X', T) tal que V' € N, YV' € g

Entonces, T =T'.

1.5. Posicién de un punto respecto a un subcon-
junto

1.5.1. Puntos adherentes. Adherencia

Definicién 1.22 (Punto adherente). Sea (X,7) un espacio topoldgico, A C X,
x € X. Decimos que z es punto adherente de A si todo entorno del punto interseca
al conjunto. Es decir,

VN € N,, se tiene NN A # ()

Hay dos tipos de puntos adherentes mutuamente excluyentes:

» Puntos de Acumulacién:

Diremos que z es un punto de acumulacién de A st AN(N\{z}) # 0, VN € N,.

» Puntos Aislados:

Diremos que z es un punto aislado de A si IN € N, tal que NN A = {z}.
Proposicién 1.21. Sean (X,7T) un espacio topologico, A C X, x € X. Equivalen:
1. ANN #0, VN € N,. Es decir, x es un punto adherente de A.
2. ANU#A0,YVUeT, xeU.
3. ANB#0, VB € B conx € B, B base de T.
4. ANV #£0, VYV € B,, con B, base de entornos de v € X.
Demostracion.

1 = 2) Sea x un punto adherente de A. Por la Proposicién 1.16, como todo abierto
es entorno de los puntos contenidos en él, tenemos que VU € T, con x € U, se
tiene que 7 C N,. Por la definicién de punto adherente, se tiene que VN € N,
N N A # (. Por tanto, como 7 C N,, se tiene lo pedido.

2 = 3) Es trivial, ya que los abiertos basicos son, por definicién, abiertos.

3=4) Sea V € 3, C N,. Por tanto, por definicién de entorno, 3U € T tal que
x €U C V. Como B es una base de 7, 3B € Becon x € B C U C V. Por 3),
se tiene que AN B # (). Por tanto, como B C V/, se tiene que ANV # ().
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4=1) Sea N € N,. Como [, es una base de entornos, entonces 3V € [, con
x €V C N. Por 4), se tiene que ANV # (). Por tltimo, como V' C N, se tiene
que ANN # 0.

[

Los puntos de acumulaciéon y aislados se caracterizan de forma analoga.
Proposicién 1.22. Sean (X, T) un espacio topoldgico, A C X, x € X. Equivalen:

1. AN(N\{z}) #0, VN € N,. Es decir, x es un punto de acumulacion de A.

2. AN(U\{z})#0, VU €T, z€U.

3. AN (B\{z}) #0, VB € B con x € B, B base de T.

4. AN (V\{x}) #0,VV € B, con B, base de entornos de x € X.
Proposicién 1.23. Sean (X,7T) un espacio topologico, A C X, x € X. Equivalen:

1. AN € N, tal que AN N = {x}. Es decir, x es un punto aislado de A.

2. 3U €T tal que ANU = {x}.

3. dB € B tal que AN B = {x}, con B base de T.

4. AV € B, tal que ANV ={x}, con 5, base de entornos de x € X.

Definicién 1.23 (Adherencia). Sea (X,7) un espacio topoldgico, A C X. Se lla-
ma adherencia, clausura o cierre de A al conjunto formado por todos los puntos
adherentes de A, y lo notaremos por A.

A =cl(A) = {z € X |  es punto adherente de A}

Sea (X, 7T) un espacio topolégico. Algunos resultados directos de la definicién de
adherencia son:

1. 0=0.
2. X = X.
3. Si A C X, entonces A C A.
Ejemplo. Algunos ejemplos de adherencia son:
1. (X, d) espacio métrico, A C X, z € X.

v €A== ANDB(x,e) #0 Ve € RT

2. (R,T,), A =]0,1[. Entonces, A = [0, 1], y todos los puntos adherentes son de
acumulacion.

3. (R, T,), A=]0,1[U{2}. Entonces, A = [0,1] U {2}, y el 2 es un punto aislado.
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Sea (X, T) un espacio topoldgico, y sean A, B C X. Entonces, algunos resultados
que se deducen de la definicién de adherencia son:

1. Ae Cr.
Buscamos demostrar que X \A € T.Supongamos x € X\ A#0, y buscamos
que que X \ A € N,. Para esto, buscamos U € T tal que z € U C X \ A.

Como x 52_1 AU € T tal quex € U, UN A = (). Para que U C X\ A, veamos
que U N A = (. Calculamos esa interseccién, sabiendo que A = A’ U A.

UNA=UNAUA)=UNnAUUNA)=UNA

Veamos ahora que U N A" = (). Por reduccién al absurdo, sea y € U N A'.
Entonces, como y € A’, AN (B\ {y}) # 0 para todo B € T, con y € B. No
obstante, tenemos que y e U C T,y AN (U \ {y}) C AnU =0, por lo que
y¢g A

Como U N A" = (), tenemos que U N A = (). Por tanto, U C X \ A, y tenemos
que X \ A € N, para todo # € X \ A. Por tanto, tenemos que X \ A € T, por
lo que A € C7.

2. La adherencia es el menor cerrado que contiene al conjunto. Es decir, si
C e Cy,con AC C, entonces A C C.

Sea C € Cr, ACC,a€ A Siac AcC C, setiene que a € C, por lo que
consideramos a € A\ A. Entonces, tenemos que a € A’, por lo que por la
caracterizacion de puntos de acumulacion tenemos que

AN(U\A{a}) #0, YUeTaclU

Supongamos ahora por reduccién al absurdo que a ¢ C. Entonces, a € X\C €
T, que es un abierto por ser C' un cerrado. Entonces, por ser a € A’ tenemos
que:

AN((X\C)\{a}) = AN (X \ (CU{a})) #0
Sea por tanto y € AN (X \ (C'U{a})), que existe por ser la interseccién no

nula. Entonces, y € Aey € X\ (CU{a}), porlo quey ¢ C. Por tanto, A ¢ C,
llegando a una contradiccion. Por tanto, A C C.

3. A=A AcCr.

=) Trivial por 1).

<) SiAeCr, como A C A, por la propiedad 2) se tiene que A C A. Como,
ademas, A C A, se tiene la igualdad buscada.

4. A=A
Como A € Cy, tenemos que coincide con su cierre.

5 AcB= AC B.

Sea x € A, es decir, ANU # (), YU € T, = € U. Entonces, como se tiene que
0 #£ANU C BNU, tenemos que x € B.
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6. AUB =AU B.

C) Tenemos que AU B C AU B, y la unién de dos cerrados es un cerrado,
por lo que AUB = AU B. Por 5), se tiene que AUB C AUB = AUB.

ACAUB=— AC AUB
BcAUB=—BC AUB

D) Por 5), se tiene que { } Por tanto, se tiene.

7. AN B C AN B. La igualdad no es cierta en general.

Por 5) {AHBCA:>AHBCA

ANBcB=—ANBCB } Por tanto, se tiene.

Ejemplo de que la igualdad no es cierta en general, consideramos (R, 7o),
A =]0,1[, B =|1,2][. Entonces, se tiene que ANB =0y AN B = {1}.

Ejemplo. Algunos ejemplos de adherencia son:

0 si A=0

1. (X,T), AcC X. Entonces,A:{ X si A4

2. (X, Taise), A C X. Entonces, A= A, y todos los puntos son aislados.

Un punto z € A es aislado si y solo si 3N € N, tal que AN (N \ {z}) = 0.
Ese N buscado es el conjunto unitario {z}.

A st g A

3. (X, Tz) AC X, zo € X. Entonces,A:{ X si oz A

Sixg ¢ A, todos los puntos son aislados, ya que el entorno necesario es {z, o }.

4. (R",T,). Entonces, B(x,r) = B(x,r), Vo € R*, r € R*.

Este resultado no es cierto para todo espacio métrico. Ejemplo de esto es
<X7 ddisc)-

5. (R, Ta), se tiene que:

la,b] =]a,b] = [a,b] = |a,b] = |a, b]
6. (R,7,), se tiene que:

Q=R R\Q=R

Definicién 1.24 (Conjunto denso). S (X T) un espacio topoldgico. Un conjun-
to A C X se dice denso en (X,7T) si A = X. Por la caracterizacién de puntos
adherentes, se tiene que

A denso <= AN B #(, VB € B con B base

Definicién 1.25. Un espacio topoldgico (X, T ) se dice separable si A C X denso
y numerable.
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1.5.2. Puntos interiores. Interior

Definicién 1.26 (Punto Interior). Sea (X, 7") un espacio topolédgico, A C X, x € X.
Decimos que z es un punto interior de A si A € N,.

Definimos el interior de A, A°, como el conjunto de todos los puntos interiores
de A:

A° =int(A) = {x € X | z es interior de A}

Como resultado analogo a la Proposicion 1.21, tenemos la siguiente proposicién.
Proposicién 1.24. Sean (X,T) un espacio topologico, A C X, x € X. Equivalen:

1. A€ N,. Es decir, x es interior de A.

2.3U €T conxelU CA.

3. dAB € B conx € B C A, donde B es una base de T .

4. AV € B,, con'V C A, donde (B, es una base de entornos de x.
Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de interiores:

1. 0° =0, X° =X.

2. (X, d) espacio métrico, x € A° <= J e € R" | B(z,¢) C A.

Este resultado se debe al apartado 2) de la proposicién anterior.

3. (R, 7.), A=]0,1] U {2} = A° =]o, 1[.

Sea (X, T) un espacio topolégico, y sea A C X. Algunas propiedades del interior
son:

1. A°C Ay A eT.

Tenemos que A € N,, Vo € A°, porloque U, € T |z € U, C A, Vo € A°.
Por tanto, A° C A. Veamos ahora que el interior es un abierto.

Sea x € A°. Entonces, 3U € T con x € U C A. Como U € T, tenemos que
UeN,VyeUC A. Entonces, A€ N, Vy € U, por lo que z € U C A°., por
lo que A° es un abierto.

2. El interior es el abierto mas grande contenido en el conjunto. Es decir, si
UeT,UC Aentonces U C A°.

UeT,U C Aimplica que U € N, Vx € U, por lo que A € N, Vx € U, por
lo que U C A°.

3. A=A« AcT.

=) A=A°cT = A€cT.
<) Por 1), tenemos que A° C A.
Ademds, como A € T, A C A, por 2) se tiene que A C A°.
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4.

[Ao]o — Ao'
Por 3), como A° € T, se tiene que [A°]° = A°.

. ACB= A° C B°.

Sea z € A°. Entonces, 3U € T |z € U C A. Como A C B, 3U € T tal que
x €U C B, por lo que x € B°.

[ANBJ]° = A° N B°.
C) Sea xz € [AN BJ°. Entonces, 3U € T | x € U C AN B. Por tanto, U C A

y U C B, porlo que x € A° y xz € B°, por lo que x € A° N B°.

D) Sea x € A°N B°. Entonces, 3Uy € T conx € Uy C Ay U € T
con r € Ug C B. Como la interseccion finita de abiertos es un abierto,
tenemos que U = Uy, NUg € T tal que x € U C AN B, por lo que
xr € [AN BJ°.

[AU BJ|° D A°U B°.

D) Sea xz € A°U B°. Entonces, Uy € T con x € Uy C Ao JUp € T con
x € Ug C B. Como la uniéon de abiertos es un abierto, tenemos que
U =U,UUpeT talquex € U C AU B, por lo que = € [AU BJ°.

No obstante, la otra inclusion no es cierta generalmente. Como contraejemplo,
en (R,7,) sea A=10,1], B =[1,2]. Entonces,

[AUBP = 10,2[ ¢ 10,20\{1} = ]0,1[ U ]1,2[ = A°U B°

Ejemplo. Algunos ejemplos de conjunto interior son:

1.

2.
6.

o | X si A=X,
(X.7), Ac X, 4 _{ D si A#X.

. (X77Zlisc)a A C X7 A° = A

(X,EO),ACX,xOGX,AO:{A sioao € 4,

Q) si I0¢A

(R™, T,). [B(x,r)]° = B(x,e), VreR" eeR".

Esto no es cierto en cualquier espacio métrico.
(R, 7.). Entonces, |a, b[°= [a, b[°= [a, b]° =]a, b]° =]a, b].
(R, 7u)- Q° =0, [R\QJ* = 0.

Proposicién 1.25. Sea (X,7T) un espacio topoldgico, y sea A C X. Entonces:

1.

X\ A= [X\ A].

2. X\ A° =X \ A

Demostracion.
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1. Demostramos por doble inclusion.

C) A C A. Entonces, X \ A C X\ A. Como X \ A € T, como el interior es el
abierto mas grande contenido en el conjunto, tenemos lo buscado.

D) [X\A]° C X\ A4, porloque AC X\[X\A]° € Cr. Por tanto, A C
X\ [X \ A]°, ya que la clausura es el menor cerrado que contiene al
conjunto. Por tanto, tomando complementario tenemos [X \ A]° C X'\ A.

2. Aplicamos el resultado anterior a X \ A.
XAX VA= [X\ (X \ A = A°
Tomando complementarios, se tiene lo pedido.
]

Definicién 1.27. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sea A C X. Se define el
exterior de A, notado por A¢, como:

A° = ext(A) = [X \ A]° = X \ 4

1.5.3. Puntos frontera. Frontera

Definicién 1.28 (Punto Frontera). Sea (X, 7") un espacio topoldgico, y sean A C X,
x € X. Decimos que x es un punto frontera de Asiz € AN X \ A.

Se llama frontera de A, notado por 0A, al conjunto por todos los puntos que son
frontera de A.

OA=fr(A)=AnX\ A
Como consecuencia de las Proposicién 1.21, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.26. Sea (X,T) un espacio topolégico, A C X. Son equivalentes:

1. x es un punto frontera.

2. NNA#£D) AN NNX\A#0, VN € N,.

3 UNA#D N UNX\A#D, YU eT,xeU.

4. BNA#0 AN BNX\A#D, VB € B base de T, v € B.

5. VNA#£D N VNX\A#, VV € B, base de entornos de x.

Sea (X,7T) un espacio topolédgico, A C X. Algunas propiedades de la frontera
son:

1. 0A =4\ A°.
OA=ANX\A=ANX\ A=A\ A°

2. 0A € C7.

La clausura es un conjunto cerrado, por lo que 0A es la interseccion de dos
cerrados y, por tanto, es un cerrado.
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3. 0A=0(X \ A).
DX\ A) = X\AN[X\ A = (X \ A°)\ (X \ A) = A\ 4° = 94
4. A= A° U2 0A.
AUOA=AUA\A°=A"UA=A
A°NOA=ANA\ A =0
donde he aplicado que A° C A C A.
5. A° = A\ 0A = A\ 0A.

La primera igualdad es inmediata.

A\9A=A\ (A\ A°) = A°

Para la segunda, demostramos mediante doble inclusién:

C) Sea x € A° C A. Entonces, x € A. Ademéds, como 0A = A\ A°, tenemos
que = ¢ 0OA. Por tanto, x € A\ 0A.

D) Sea xz € A\ OA. Entonces,
v € A\OA = A\ (A\ A°) = A =z € A°

6. X =A°L0AUL A°.

AUJAUA = A UA\APUX\A=AUAUX\A=X
Veamos que su interseccion es nula dos a dos:
A°NOA=ANA\A° =0
A°NA“=A°NX\A=10, yaque A° C A.
ANOA=X\ANA\ A=
7. Ae Cr < 0A C A.

—) Sea A € Cr, por lo que A = A. Entonces,
OA=A\A°=A\A°C A

<=) Tenemos que A = A\ A° C A. Entonces, como A° C A, tenemos que
A C A. Como ademas en general se tiene que A C A, tenemos que A = A.
Por tanto, tenemos que A € C'r.

8. AcT < 0ANA=0.

2Sfmbolo de unién disjunta.
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—) Sea A € T, por lo que A = A°. Entonces,

OANA=A\A"NA=A\ANA=10)

<=) Veamos que A = A°. Por reduccién al absurdo, supongamos que A # A°.
Como se tiene que A° C A, tenemos que A ¢ A°. Sea xz € A, © ¢ A°.
Como A C A, tenemos que v € A, v € A. Por tanto, z € A\ A°N A, por
lo que 9AN A # 0, llegando a una contradiccién.

Como A = A°, tenemos que A € T.
9. Ae TNCr < 0A=0.

=) Sea A € TNC7. Entonces, como A € Cr, tenemos que 0A C A. Ademas,
como A € T, tenemos que ) = ANJA = 0A.

<) Como 0A = (), tenemos que ANIJA = (), por lo que A € T. Ademés,
como ) C A, tenemos que A € C.

10. 9(AU B) C 0AUJB. En general, no se da la igualdad.

C) Sear € (AUB) = AU B\[AUBJ°. Entonces, r € AU B = AUB, por lo
que x € Aoz € B. Ademds, z ¢ [AU B]° D A° U B°. Por tanto, v ¢ A°
y x ¢ B°. Por tanto, z € A\ A° oz € B\ B°, por lo que x € 0AU0B.

Para ver que la otra inclusiéon no se da por norma general, consideramos en
(R,7,) los subconjuntos A = [0,1] y B = [1, 2]. Entonces,

(AU B) ={0,2} % {0,1,2} = 9A U IB.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de frontera:

L (X,T), AC X, E)A:{)% ; ﬁ;%ﬁ
2 (X, Tawe), A C X, 04 = 0.

A st oz A
X\A si xg€ A

3. (X, Ta) AC X, 20 X,0A= {
4. (R™,T,). OB(x,7r) = OB(x,¢) = S(x,7r), Vo € R", ¢ € RY.
5. (R, T,). Entonces, d]a, b= 0|a, b|= 0la,b] = J]a,b] = {a, b}.
6. (R, 7). 0Q =0(R\ Q) =R.
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1.6.

Topologia inducida sobre un subconjunto

Proposicién 1.27. Sea (X, T) un espacio topoldgico, A C X, A # 0. Entonces,

TlA:{UﬂA|UeT}

es una topologia en A. Es decir, (A, 7"A) es un espacio topolégico.

Demostracion. Demostremos que 7"A es una topologia en A.

A1)

A2)

A3)

Como ) =0 N A, con () € T, tenemos que @) € UR

Ademds, como A= X NA, con X € T, tenemos que A € TA.

Sea {O; }ier C ’TA. Entonces, por ser estos abiertos para '7'|A, tenemos para

cada i € I que O; = U; N A, con U; € T. Por tanto,

Joi=Jwina) = (UUZ) NA

iel iel iel
Como U U; € T, tenemos que U 0, € 7’|A, por lo que es cerrado para uniones
arbitrazfilas. “
Sea 01,05 € 7'|A. Entonces, 3U; € T tal que O; = U; N A para i = 1,2.

Entonces,
O1NO0s=UNA)N(U,NA)=UNU;))NA

Como la interseccion de dos abiertos de T es un abierto de 7, tenemos que

O1N0Oy € 7,’14‘

Tenemos por tanto que es cerrado para intersecciones finitas.

]

Definicién 1.29. Sea (X, T) un espacio topoldgico, A C X, A # ).

Diremos que 7"A es la topologia inducida por T sobre A,y diremos que <A, 7"A>

es un subespacio topoldgico de (X, T).

A los elementos de T‘A se les llama abiertos en A.

Algunas propiedades que se deducen directamente de la topologia inducida son:

1.

2.

O C A, OG’T’A<:>O:UQA,COHU€T.

SiU C A, UGT:>U€T}A.

Esto es trivial tomando U = U N A.

No obstante, el reciproco no es cierto; puede haber abiertos en A que no sean
abiertos en X. Por ejemplo, en (R,7,), tomamos A = [0,2[. Tenemos que
U =10,1[¢ T., pero U =] — 1,1[NA, por lo que U € TA.
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Veamos cémo producir una familia de cerrados, el sistema de entornos, una base
de la topologia, una base de entornos, etc. en el caso de la topologia inducida.

Proposicién 1.28. Sea (X, T) un espacio topoldgico, A C X, A # 0, a € A. Se
tiene que:

1. CC Aescerradoen A<= C=C"NA con C" € Cr.
2. N C A es entorno dea en A<= N =N'NA con N € N,.

3. Bbase T = B'={BNA| B e B} base de’T‘A.

4. Ba base de entornos de a en T = {VNA |V € f,} base de entornos de a
en Ty .
A

5 FEC A= E'=FEn A, donde E" es la adherencia en A.

6. E C A= E°* D E°N A, donde E°4 es el interior en A.

La igualdad no es cierta en general.

7. EC A= 0,F C (OE)N A, donde OoF es la frontera en A.

La igualdad no es cierta en general.

Demostracion. Demostramos cada una por separado.

1. Cc Aescerradoen A<= C =C'"NAcon C' € Cr.

=) Sea C' C A cerrado en A. Entonces, A\ C' € 7} Entonces, 3U € T tal
que A\ C =UnNA. Por tanto, C = A\ (UNA) =(X\U)NA.
Como U € T, tenemos que (X \ U) € Cy. Con C" = X \ U, se tiene.

<) SeaC" € Cr,con C = C'NA. Entonces, A\C = A\(C'NA) = (X\C")NA.
Como (X' \C") € T, tenemos que A\ C € 7"A. Por tanto, C' es un cerrado

para A.
2. NC Aesentornodeaen A<= N=N"NAcon N € N,.

—>) Sea N C A, N entorno de a en A. Entonces, U € 7"A, conae U CN.

Entonces, por definicién de topologia inducida, tenemos que 3U’ € T con
U=U'nA.

Definimos N’ = U’ U N. Como a € U, tenemos que a € U’, N. Por tanto,
a € N', por lo que N’ € N,.

Tenemos que
NNA=UUNNA=UNA)UNNA) =UUN=N

<) Sea N’ € N,. Entonces, 3U" € T | a € U' C N'. Como a € A, se tiene
que a € UNAC N NA. Ademés, como U NA € 7’|A, tenemos que

NN A es un entorno de a en A.
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3. Bbase T = B' ={BNA|Be€ B} basedeT{A.

Veamos en primer lugar que { BNA | V' € B} son abiertos en 74. Como B € B,
en concreto B € T, por lo que BN A es un abierto en la topologia inducida.
Veamos entonces que esta familia de abiertos efectivamente forman una base
de la topologia inducida.

Sea U € ’7'|A, a € U C A. Entonces, U’ € T tal que U = U’' N A. Como B es
una base de T, tenemos que 3B € B tal que a € B C U’. Como BN A € TA
ya€ BNACU NA=U, tenemos que B’ es una base de ’T}A.

4. B, base de entornos de a en T = {VNA |V € 3,} base de entornos de a en
|4

Veamos en primer lugar que {V N A | V € f,} son entornos de a en A.

Como V € f,, en concreto V € N,, por lo que V N A entorno de a en A.

Veamos entonces que esta familia de entornos efectivamente forman una base
de entornos en A.

Sea N C A entorno de a en A. Entonces, por 2), 3N’ € N, con N = N' N A.
Entonces, como [, es una base de entornos de a en 7, entonces IV € f3, tal
que V' C N'. Entonces, como V C N’ tenemos que VN A C N'NA= N. Por
tanto, V' N A es un entorno de a en A. Ademas, como VN A C N, tenemos
que es un entono basico, por lo que la base es la indicada.

5. ECA— E"=EnNA.

. —A .
C) Sea x punto adherente a F en A, es decir, z € E". Por ser la adherencia
en A, tenemos que = € A.

Ademas, como = € FA, por definicién tenemos que N N E # () para todo
entorno de x en A. Entonces, por 2), tenemos que (N'NA) N E # () para
todo N’ € N, por lo que se tiene que N' N E # () para todo N’ € N,,
deduciendo que z € E.

Por tanto, z € EN A.

D) Sea x € EN A. Veamos que x € B
Sea N’ entorno de x en A. Por 2), tenemos que N = N'NA, con N’ € N,.
Entonces, NN E =N NANE. Como E C A, tenemos que ANE =F
y, por tanto, NN E = N'NE. Como N' € N, y z € E, por definicién de
punto adherente tenemos que N’ N E # (), por lo que N N E # (. Como
esto es valido para todo N entorno de x en A, tenemos que x € E

6. FC A= E°4 D E°NA.

D) Sea xz € E° N A. Entonces, como x € E°, tenemos que U € T tal que
xr € U C E. Pero como EF C A, tenemos que U N A C E. Por tanto,
definiendo UN A =U" € TA, tenemos que U’ € T}A conz € U CFE,

por lo que z € E°4
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La igualdad no es cierta en general. Por ejemplo, en (R, 7,), consideramos
A=11,5] y £ =[1,2]. Entonces,

EA=[1,2] ¢ ]1,2[ =E°NA

donde 1 € E°4 yaque 3U € T conz € UN A C E. Ese abierto U es, por
ejemplo, |0, 2].

EC A= 0,F C (OE)N A.
C) OuF = E\E°A = (ENA)\E*A ¢ (ENA)\(E°NA) = (E\E°)NA = 9ENA

La igualdad no es cierta en general. Por ejemplo, en (R,7,), consideramos
A =11,5] y £ =[1,2]. Entonces,

O4E =1{2} 2 {1,2}) = (0E)NA

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de topologia inducida.

1

w

4

(S

6.

7.

(YT ACX AF0=Ty, = (0.4}
(X77:1i80)7 AcC X7 A 7A @ — 7;lisc‘A - P(A>

(Ryﬂ)a Entonces 7;|N - %isc‘N y 7;|Z = %isc‘z'

) # A" C AC X. Entonces, (’7‘|A) = T}A,.

A

(X, d) espacio métrico, A C X, A # (.

Trivialmente, se tiene que la siguiente aplicacion define una distancia en A:

dAZ AxA — R
(z,y) — d(z,y)

Por tanto, (A, da) es un espacio métrico, y se tiene que Ty, = ’E‘A

Se tiene que todo subespacio topoldgico de un espacio metrizable es metriza-
ble. Vedmoslo. Sea (X, 7) un espacio metrizable, es decir, T = T;. Entonces,

considerando A C X, un subespacio topoldgico es (A, 7'|A . Como T es me-

trizable, tenemos:

o= =

(X, d) espacio métrico, A C X finito. Entonces, T‘A = 7;1»56‘14.

(X, T), z € X. Entonces, T{x} = ﬁisc’{x}.
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Definicién 1.30 (Conjuntos discretos). Sea (X, 7) un espacio topolégico. A C X
se dice discreto si ’T‘A = 7:11»56‘ )

A
Definicién 1.31. Una propiedad topoldgica se dice hereditaria si al tenerla un
espacio topoldgico (X, T) también lo tiene cada (A, ’T|A) con AC X.

Como hemos visto antes, algunas propiedades hereditarias son:

1. Ser metrizable,

2. Ser discreto,

3. Ser trivial,

4. Que los subconjuntos finitos son cerrados.

Veamos esta tultima. Sea (X,7) un espacio topoldgico con los subconjuntos
finitos cerrados. Es decir, YC' C X finito, se tiene que X \ C” € T. Veamos si
esto ocurre para la topologia inducida.

Sea C' C A C X finito. Entonces, buscamos que A\ C € TA. Es trivial ver que
A\C = X\CNA, como C C X finito, tenemos que X \C € Ty A\C € 7’|A,

por lo que se tiene que es una propiedad hereditaria.

1.7. Axiomas de Separacién
Definicién 1.32. Un espacio topoldgico (X, T) se dice:
1. T1 (o de Fréchet) si: Vx,y € X, = # y se tiene que:

ANeN,, MeN,|y¢ N, v ¢ M

2. T2 (o de Haussdorf) si: Vx,y € X, x # y se tiene que:

dANeN,, MeN,|NNM =10

Proposicién 1.29. Sea (X,7T) un espacio topolégico. Entonces,
1. T2—= TI
2. (X,T) es Tl <= Vx,y € X, x #y entonces 3U € T conx €U, y¢U.

3. (X,T) es T2 <= Vx,y € X, x # y entonces UV, U" € T conx €U, ye U
conUNU = 0.

4. Las propiedades T1 y T2 son hereditarias.

Demostracion. Demostramos cada resultado por separado:
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1. Supongamos que el espacio topoldgico es T2. Es decir, Vx,y € X, = # y se
tiene que:
dANeN,, MeN,|NNM =10

Entonces, x € N, y € M. Pero como su interseccién es vacia, ha de ser x ¢ M,
y ¢ N, por lo que tenemos que es T1.

2. Demostramos por doble implicacion:

=) Sea (X, T) T1. Entonces, Vz,y € X, x # yse tieneque IN € N,, M € N,
cony ¢ N, x ¢ M. Entonces, como N € N,, por definicién de entorno
se tiene que 3U € T con x € U C N. Como y ¢ N, se tiene que y ¢ U.
Por tanto, se tiene.

<=) Supongamos que Vz,y € X, x # y entonces U € T conxz € U, y ¢ U.

Entonces, U € T con x € U,y ¢ U. Ademés, tenemos que U € N,.
Ademds, también se tiene que 3U" € T con y € U',x ¢ U’, teniendo
también que U’ € N,,.

Por tanto, tenemos que (X, 7) es T1.

3. La doble implicacién es trivial si tenemos en cuenta que:

NeN, <= 3IWWe&TconxecUCN
4. Demostramos en primer lugar que ser T1 es hereditaria. Supongamos (X, T)
Tl, A C X, A # (. Como (X,T) es T1, tenemos que Vz,y € X, = # y,
AU €T conx € U, y ¢ U. Veamos que (A,T‘A) es T1.

Sea z,y € A C X, x # y. Entonces, serd T1 si y solo si U’ € TA con
rxe U, yelU el cual existe y es U' = U N A por ser (X,7T) T1.

Demostramos ahora que ser T2 es hereditaria. Supongamos (X,7) T2, A C
X, A # 0. Entonces, Yo,y € X, x # y se tiene que 3U,,U, € T tal que
r €U, yeU,yademéis U, N U, = . Veamos que (A, T‘A) es T2.

Sea x,y € A C X, x # y. Entonces, serd T2 si y solo si U, U, € TA con

x e U, yeU,yademds U,NU, = (). Por ser (X, T) T2, tenemos que existen
yson U, =U, NA, U, =U,NA.

[l
Ejemplo.
1. (X,T;), con | X| > 2, noes T1 (ni T2).
2. (X, Taisc) es T2 (y por tanto T1).

Los abiertos que se toman son los unitarios.

3. (X, d) espacio métrico es T2 (y por tanto T1).

Demostrado en el Lema 1.9.
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4. Sea X infinito. Entonces (X, Tor) es T1 pero no T2.

Veamos que es T1. Sean x,y € X, = # y. Tomamos U = X \ {y} € Top.
Entonces, z € U, y ¢ U, por lo que es T1.

Veamos que no es T2. Sean () = U, U’ € T¢r.

» SiU = U, entonces UNU' # ) trivialmente, por lo que no puede ser T2.
» Si U # U', como U,U" € Top, entonces X \ U, X \ U’ son finitos. Por

tanto, al ser X infinito tenemos que U, U’ son infinitos. Por tanto, su
interseccién no es nula, por lo que no puede ser T2.

Proposicién 1.30. Sea (X,7T) un espacio topolégico. Entonces,
Tl<={z}e€Cr VozeX
Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion.

— Supongamos (X,7) T1, y sea z € X. Veamos que {z} = {z}, lo que implicara
que es cerrado.

C) Por reduccién al absurdo, supongamos que Jy € m, y # x. Entonces,
como es T1, 3U € T cony € U, z ¢ U. Entonces, U € N,, y € {z}.
Entonces, por definicién de punto adherente se tiene que U ﬂ {96} # 0,
por lo que x € U, llegando a una contradiccion.

D) Se tiene que {z} D {z}.

<=) Sean x,y € X, = # y. Entonces, sea U = X \ {y} € T por hipétesis. Por
tanto, U € T con x € U, y ¢ U, por lo que es T1.

]

Definicién 1.33. Sea (X,7T) un espacio topolégico, y consideramos la sucesién
{Zp}nen con x, € X, ¥n € N. Consideramos xy € X. Entonces:

{zp,} = 20 <= VN € N,,, Ing €N |z, € N Vn > ng
Diremos que x( es un limite de la sucesion.

Proposicién 1.31. Sea (X,7T) un espacio topoldgico, y consideramos la sucesion
{Zn}nen convergente, con x, € X, ¥n € N.

Si (X,T) es T2, entonces {x, }nen tiene un unico limite.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que tiene dos limites, x4 y
rp. Entonces:

VN e€N,,, Ing €N |z, € NVn=>=ny
= np

VM € N,,, Ingp € N |z, € M Vn

Por ser (X,7T) T2, tenemos que 3N € N,,, M € N,, con NN M = (. Pero
tomando ny = max{na,ng}, tenemos que r,,.1 € NN M, por lo que llegamos a
una contradiccién. Por tanto, tiene un unico limite. O
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1.8. Axiomas de Numerabilidad

Definicién 1.34. Sea (X,7) un espacio topoldgico. (X, T) se dice:

= 1AN (o que cumple el primer axioma de numerabilidad) si todo punto x € X
tiene una base de entornos (3, numerable.

= 2AN (o0 que cumple el segundo axioma de numerabilidad) si 7 tiene una base
numerable.

Proposicién 1.32. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Entonces:
1. 2AN = 1AN,

2. Sea {V,}nen es una base de entornos de x € X. Sea W,, = (| Vi. Entonces,

k<n
{Wy}nen es una base de entornos de x, con

Wi D>WyD ...

3. 1AN y 2AN son hereditarias.
Demostracion. Demostramos cada resultado por separado:

1. 2AN = 1AN

Como B es numerable, tenemos que Vr € X una base de entornos suya es
B ={B € B | x € B}, que también es numerable.

2. Sea {V, }nen es una base de entornos de x € X. Sea W,, = [ V. Entonces,
k<n
{W, }nen es una base de entornos de z, con

WiDWy,D ...

Veamos en primer lugar que W; € N, para todo i € N. Como la interseccion
finita de entornos es un entorno por N4), tenemos que es cierto. Por tanto,
{W,}nen es una familia de entornos de x. Veamos ademds que es una base de
entornos.

Sea N € N,. Como {V,,}en es una base de entornos de z, tenemos que Ji € N
tal que V; C N. Entonces, W; C V; C N, por lo que N € N,, 3 € N tal que
W; C N, siendo por tanto {W,,},en una base de entornos de z.

3. 1AN y 2AN son hereditarias.

Demostramos en primer lugar que 1AN es hereditaria. Supongamos (X, 7))
1IAN, A C X, A # (. Entonces, tenemos que Vx € X, existe 3, base de
entornos de x numerable.

Entonces, dado a € A C X, tenemos que 33, base de entornos numerable de
a en T. Por la Proposicién 1.28, tenemos que {VNA |V € 3,} es una base de
entornos de a en 7| o due es numerable por serlo ,. Por tanto, tenemos que

(A, T’A> es 1AN.
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Demostramos ahora que 2AN es hereditaria. Supongamos (X, 7) 2AN, A C
X, A # (). Entonces, tenemos que existe B base 7 numerable.

Entonces, por la Proposicién 1.28, tenemos que {BN A | B € B} es una base
de 7"A, que es numerable por serlo B. Por tanto, tenemos que | A, 7| L) e

2AN.
[
Ejemplo. Veamos los siguientes ejemplos de espacios topoldgicos 2AN o 1AN:

1. Si (X,7T) es un espacio topoldgico, con T numerable, trivialmente tenemos
que es 2AN vy, por tanto 1AN.

En particular, (X, 7;) es 2AN.

2. (X, Taisc) es 1AN porque, Vo € X, tenemos que (3, = {{z}} es una base de
entornos de X.

La base mdas econémica de la topologia discreta es B = {{z} | v € X}. Por
tanto, tan solo serd 2AN si X es numerable.

3. (R™,T,) es 2AN, ya que una base numerable es

B={B(z,r)|z€Q", reQ"}

4. (X, Tcr).

= Si X es numerable, entonces C es numerable, ya que el nimero de con-
juntos finitos de un conjunto numerable es numerable®. Por tanto, Tor
es numerable y, por tanto, es 2AN.

= Si X no es numerable, entonces no es 1AN.

Por reduccion al absurdo, supongamos que dado x € X, tenemos que

{Vi}nen es una base de entornos de z.

Entonces, V,, = X\C,,, con C,, finito, ya que V,, € Tor. Ademss, | C, es
neN

numerable, ya que la unién numerable de conjuntos finitos es numerable®.

Por tanto, como X no es numerable, tenemos que X \ |J C,, # 0; de
neN

hecho, tiene infinitos elementos. Por lo que sea y € X \ | C,, y # z.
neN

Tenemos que = € X \ {y} € Tcr es un entorno de z, por lo que aplicando

la definicién de base de entornos In € N | V,, € X \{y}, pero V,, = X\ C,.
Por tanto, {y} C C,, por lo que y € C,,, llegando a una contradiccién.

5. (X, 7cn). De forma andloga, tenemos que si X es numerable es 2AN, mientras
que si no es numerable no es TAN.

3La demostracién de este hecho es materia de Célculo I.
4Ver los entornos de la Topologia Cofinita.
5Este hecho es materia de Célculo L
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Proposicién 1.33. Si (X,7) es un espacio topoldgico 2AN, entonces de toda base
se puede extraer una base numerable. Es decir, si B es una base de T, entonces B’
base de T con B C B y B’ es numerable.

Demostracion. Sea B = {B; |i € I} una base de T (no necesariamente numerable).
Como (X, 7T) es 2AN, 3B = {B,, | n € N} base numerable. Definimos

I'={(n,m)eNxN|3Fiel, conB, CB;CB,}

Como I' € N x N, tenemos que es numerable. Veamos que I" # (). Seam € N, y
consideramos B,,, € B. Entonces, como B es una base, 3i € I con B; € B, B; C B,y,.
Anélogamente, como B es una base, In € N con B,, € B, B,, C B;. Por tanto, pa-
racadam €N, In € N, i € [ talque B,, C B; C B,,, por loque (n,m) € T'y T # ().

Por el axioma de eleccién, definimos la aplicacién f: ' — [ tal que f(n,m) =i
siysolosi B, C B; C By,. Tomo B' = {Bj(um) | (n,m) € '} C B, con B’ numerable
al serlo I'. Comprobemos que B’ es una base.

Sea U € T, x € U. Entonces, aplicando en primer lugar la definicién de base
para B, luego para By de nuevo para B, obtenemos que existen m,n € N, i € I con
r € B, C B; C B, CU. Entonces, (n,m) € I, por lo que i = f(n, m). Por tanto,
x € B, C Bym) C By CU.

En conclusién, dado U € T, 3(n,m) € I tal que € By(,,m) C U, por lo que B’
es una base. O]

Proposiciéon 1.34. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Si (X,T) tiene una base
finita, entonces de toda base se puede extraer una base finita. Es decir, si B es una
base de T, entonces AB' base de T con B' C B y B’ es finita.

Demostracion. Sea B = {B; | i € I} una base de T (no necesariamente finita).
Como tiene una base finita, sea B = {Bj | k € A,} base finita, donde denotamos
A, ={1,...,p} conjunto finito. Definimos

[={(n,m) €A, xA,|Jie€l, con B, CB; C By}

ComoI' C A, x A, y A, es finito, tenemos que es finito. Veamos que I' # (). Sea
me Ap,y COHSlderamos B,, € B. Entonces, como B es una base, Ji € I con B; € B,
B; C B,,. Andlogamente, como B es una base, In € A, con B, € B, B, C B;.
Por tanto, para cada m € A,, In € A,, i € I tal que B C B; C B,y,, por lo que
(n,m)GFyF#@.

Definimos la aplicacién f : I' — I tal que f(n,m) =i siysolosi B, C B; C B,,.
Tomo B' = {Bjmm) | (n,m) € I'} C B, con B’ finito al serlo I'. Comprobemos que
B’ es una base.

Sea U € T, x € U. Entonces, aplicando en primer lugar la definicién de base
para B, luego para B y de nuevo para B, obtenemos que existen m,n € A, 1€l
conx € B, C B; C B,, C U. Entonces, (nm)EI‘porloquez-f( m). Por
tanto, z € B,, C Brnm) C B,, CU.

En conclusién, dado U € T, I(n,m) € I tal que € By(,,m) C U, por lo que B’
es una base. 0
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Definicién 1.35 (Recubrimiento). Sea X # () un conjunto. Entonces un recubri-
miento de X es una familia de conjuntos {U, };es tal que:

xclu

Observacion. En Topologia, es habitual que los recubrimientos sean por abiertos. Es
decir, que Vi € I, U; € T. Entonces, dado un recubrimiento de (X, 7T") por abiertos,
{Ui}ier, tenemos que:
XclJuicx
iel
donde es un subconjunto de X porque U; € T C X para todo ¢ € I. Por tanto, en el
caso de que el recubrimiento sea por abiertos, tenemos que la inclusién se convierte

en una igualdad:
x=Ju

icl
Definicién 1.36 (Subrecubrimiento). Sea X # () un conjunto, y sea {U;};c; un re-

cubrimiento de X . Entonces un subrecubrimiento de X es una subfamilia de {U; };er
que sigue siendo un recubrimiento de X.

Proposicién 1.35. Sea (X, T) un espacio topoldgico 2AN. Entonces, todo recubri-
miento de X por abiertos de (X,T) admite un subrecubrimiento numerable.

Demostracion. Supongamos {U, }ier, con U; € T Vi € I recubrimiento de X por
abiertos, es decir, X = |J U;, con U; € T. Entonces, por ser 2AN, 38 = {B,, | n € N}

i€l
base numerable. Definimos el siguiente conjunto:

I'={neN|3Jiel, conB,CU}
Tenemos que I' es numerable, y por ser B una base tenemos que I' # (. Sea la

aplicacion f : I' — I tal que f(n) =i siysolosi B, CU;, VYnel.

Veamos ahora que X = |J Uy, es decir, que es un recubrimiento.
nel’

C) Sea z € X, por lo que 3i € I, con z € U;. Como B es una base, tenemos que
dn € N tal que x € B,, C U;, por lo que n € I'. Por tanto,

r € B, CUspn C U Ufrn)

nel’
D Tenemos que:

UUiw cJui=x

nel’ i€l

Por tanto, hemos encontrado {Uj ) }ner subrecubrimiento numerable. ]

1.9. Relacion de Ejercicios

Para ver ejercicios relacionados con el Tema 1, consultar la seccion 4.1.
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2. Aplicaciones entre Espacios
Topologicos

2.1. Continuidad

Para R, deciamos que f : R — R es continua en zy € R si:
Ve e RY, 30 € R | Vz con |z — xq| < § se tiene que |f(x) — f(xo)| < &

Para espacios métricos, deciamos que dada f : (X,d) — (Y,d’) es continua en
xo € X si:
Ve e RT, 35 € R | f[B(w0,0)] C Blf(x0), €]

Esto es equivalente a decir que:
VN € Ny(y) se tiene que f'(N) € Ny,
Esta definicién se generaliza para cualquier espacio topologico:

Definicién 2.1 (Continuidad). Sea f : (X,7) — (Y,7’) una aplicacién entre dos
espacios topoldgicos, y sea xg € X. Decimos que f es continua en xy si para todo
N'" € Ny(ay) entorno de f(zg) existe N € Ny, entorno de x, tal que f(N) C N'. Es
decir,

VN’ € Nz, IN € Ny, con f(N)C N’

Observacion. Recordamos las siguientes nociones de Algebra [. Sea f: X — Y.
Entonces, dado W C X, Z C Y, se tiene que:

1. W f(f(W)). Ademds, si es inyectiva se da la igualdad.
2. f(f~Y(Z)) C Z. Ademas, si es sobreyectiva se da la igualdad.

Vamos a caracterizar la definicién de continuidad en términos de bases, bases de
entornos y también en términos de la preimagen de f:

Proposicién 2.1 (Caracterizacién de la continuidad). Sea f : (X, T) — (Y, T') una
aplicacion entre dos espacios topologicos, y sea xo € X. Entonces, son equivalentes:

1. f es continua en xg.

2. Dadas f3,, base de entornos de xo y By base de entornos de f(xo), para
cualquier V' € By, existe V € By, tal que f(V) C V'. Es decir,

YV € Bfay), IV € By | f(V)C V!
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3. La preimagen de cualquier entorno de f(xo) es un entorno de xq. Es decir,

VN’ € Ny se tiene que f~H(N') € Ny,

Demostracion.

1 = 2) Dado V' € By(s,), en particular V' € Ny(,,). Como f es continua en x, se
tiene que AN € N, tal que f(N) C V".

Por ser (., una base de entornos, por definicion 3V € 3, tal que V' C N. Por
tanto, se tiene que f(V) C f(N) C V', demostrando asi 2).

2 = 3) Consideramos las bases de entornos triviales dadas por todos los entornos.
Entonces, dado N" € Ny(z0) = Bf(z), POT 2) se tiene que IV € Ny = f,, tal
que f(V)C N'.

Entonces, V C f~Y(f(V)) € f7Y(N’). Como V € N,,, y V C f~1(N'), tene-
mos que fH(N') € N,.

3=1) Dado N’ € Ny, por 3) tenemos que f~*(N') € N,,. Consideramos
N = f7Y(N'). Entonces f(N) = f(f~*(N’)) € N’, por lo que tenemos que f
es continua en x.

]

Definicién 2.2 (Continuidad global). Sea f : (X,7) — (Y, 7T’) una aplicacién entre
espacios topoldgicos. Decimos que f es continua si f es continua en todo z € X.

Proposiciéon 2.2 (Caracterizaciéon de la continuidad global). Sea una aplicacion
entre dos espacios topoldgicos f: (X, T) — (Y, T'). Entonces, son equivalentes:

1. f es continua.

2. La preimagen de todo abierto de T’ es un abierto de T . Es decir,

YU eT, YU € T’

3. La preimagen de todo abierto bdsico (de una base dada) es abierto. Es decir,
dada B' base de T, se cumple que:

fUBYeT, VB eB

4. La preimagen de todo elemento de una subbase fijada de T es un abierto. Es
decir, dada S subbase de T', se tiene que:

(A eT, VAe S
5. La preimagen de todo cerrado de T es un cerrado de T . Es decir,
f‘l(O) e Cr, V(' e Cr
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6. Dado D C X, la imagen de su adherencia ha de estar contenida en la adhe-
rencia de su imagen. Es decir,

f(D)c f(D), VDcCX

Demostracion.

1 =2) Dado U € T, por la Proposicién 1.16, tenemos que U € N, Vx € U. En
particular, dado zy € f~'(U) C X, como U € Ny, v f es continua en o,
tenemos que f~1(U) € N,,.

Por tanto, tenemos que f~1(U) € N,, Vao € f~1(U). Por tanto, por la propo-
sicién 1.16, tenemos que f~1(U) € T, quedando demostrada esta implicacién.

2 = 1) Tenemos que probar que f es continua; es decir, si zy € X, entonces f es
continua en z.

Dado zy € X, por la Proposicion 2.1, tenemos que demostrar que si N € Ny(y),
entonces f~1(N) € N,,.

Como N € Ny, 3U € T' tal que f(xzg) € U C N. Veamos ahora que
fYN) € Ny,

o € fH(f(20)) C fTH(U) C fTHN) € Ny,
donde sabemos que es un entorno ya que, usando 2), tenemos que f~1(U) € T.

2 = 3) Esto es inmediato, ya que si B’ € B', entonces B’ € T', por lo que
fYB)eT.

3=4) Dado A € S, por ser S C B, se tiene que A € B', por lo que f~1(A) € T.

4= 1) Sea zy € X,y veamos que f es continua en xo. Dado N € Ny(,,), veamos
si f7Y(N) € N,,. Para ello, buscamos U € T tal que xo € U C f~}(N).

Como N € Ny(y,), U’ € B’ abierto basico tal que f(zy) € U’ C N. Como
N # X, Se tiene que U’ = (,_, S;, con S; € S. Entonces:

Fry =g (n s@) =N E)eT

que es un abierto por ser interseccion finita de abiertos. Ademés, como f(xg) €
U’ se tiene que xo € f~1(U’). Tan solo falta por ver que f~}(U’) C f~1(N),
pero esto es inmediato ya que U’ C N. Por tanto, tenemos que zy € f~1(U’) C
S7YN), por lo que f~*(N) € N,,, demostrando asi que f es continua en .

2 = 5) Sea C' € C7 . Entonces, tenemos que:
X\fHC) = (X\NC)eT
donde hemos aplicado que X \ C” € T por ser C’ cerrado.

5 = 2) La demostracion es andloga a la anterior.
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5 = 6) Sea D C X. Entonces, f(D) € Cr. Por 5), se tiene que f~! (f(D)) e Cr.

Como f(D) C f(D),setieneque D C f~Y(f(D)) C f! (f(D)) € Cr;y como
la adherencia es el menor cerrado que contiene al conjunto, D C f~! ( f (D)),

por lo que f (3) cf [ f! <m>] C m, demostrando asi lo pedido.

6 = 5) Sea C' € Cr. Usando 6) para D = f~1(C), tenemos que:

7 (771@) c J7Ten cc L e

donde en (*) hemos usado que C' € Cy. Ademds, f~1(C) C f! [f (f_l(C')ﬂ :
por lo que:

ey et (@) e o)
Por tanto, f~1(C) = f~1(C), por lo que f~(C) € C7.
[

Observacion. Si f : (X, T) — (R, 7T,) es una aplicacién continua. Entonces, por la
proposicion anterior se tiene que:

fa)={zr e X | fla) =a} € Or
[ ab) = {ee X |a< fla) <b}eT.

Ejemplo. Algunos ejemplos de aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos
son:

1. Hay que observar que las aplicaciones continuas entre espacios métricos son
aplicaciones continuas entre los espacios topologicos correspondientes a esas
distancias.

2. Cualquier aplicacién f cuyo dominio sea (X, Tgisc) 0 cuyo codominio sea (Y, 7;),
siempre sera continua.

Para el primer caso, tenemos que f~1(U) € Ty = P(X) independientemente
de U € T, por lo que f es continua.

En el segundo caso, tenemos que f1(0) =0 € Ty f4(Y) = X € T inde-
pendientemente de T, por lo que f es continua.

3. Si (X, T) es un espacio topolégico y A C X, entonces la aplicacién inclusion:
1 (A,T‘A> — (X,7)
a — a
es continua.

Esto es claro, ya que YU € T se tiene que i *(U) =UNA € 'TA.
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4. Sea Id: (X,T) — (X,T’). Tenemos que Id es continua si y solosi 7' < 7.
En particular, tenemos que Id : (R, 7g) — (R — 7,) es continua.
No obstante, Id : (R,7,) — (R — Tg) no es continua, ya que Tg £ T,.

Proposicion 2.3. La composicion de aplicaciones continuas entre espacios topolégi-
cos es continua. Es decir, sean (X, T), (Y, T") y (Z,T") tres espacios topoldgicos y
las siguientes aplicaciones:

X, T) —L— (v, T) —2— (2,7

Si f, g son continuas, entonces go [ es continua.

Demostracion. Para probar esto, usaremos que la imagen inversa de un abierto ha
de ser un abierto. Es decir, que dado U € T", entonces (go f)"*(U) € T. Tenemos
que:

(go /) (U)=(fTog HU)=(f(g(U)eT

donde he aplicado que g~}(U) € T’ por ser g continua, por lo que su preimagen por
f estd en T por ser f continua. O

Corolario 2.3.1. La restriccion en el dominio de una aplicacion continua entre
espacios topoldgicos es continua. Es decir, si [ : (X, T) — (Y, T') es continua, dado
A C X tenemos que flA (A, Ta) = (Y, T) es continua.

Demostracion. Tenemos el siguiente caso:

(A, Ta) ——— (X, T) —— (v, T

Como la inclusion ¢ es continua siempre y sabemos que f es continua, tenemos
que foi= f‘A es continua. m

Tenemos el resultado analogo para restringir el codominio.

Corolario 2.3.2. La restriccion en el codominio de una aplicacion continua entre
espacios topoldgicos es continua. Es decir, si f : (X, T) — (Y, T') es continua, dado
Im(f) CW CY tenemos que f: (X, T)— (W, Tw) es continua.

Lema 2.4 (de pegado). Sean (X, T), (Y,T') dos espacios topoldgicos. Supongamos
que tenemos {A;}ier una familia (no necesariamente finita) de subconjuntos tal que
0#£A CcX,Viel y{f;: A — Y}icr una familia de aplicaciones. Si se verifica:

iel
2. fi=f; en A;NA; para todo i,j € I.
3. A; €T Yi€el; o bien, en el caso de que I se finito, A; € Cy Vi € I.

4. fi i (A, Ta,) = (Y, T7) es continua Yi € 1.
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Entonces, la aplicacion f: (X, T) — (Y, T') definida como f(x) = fi(x) cuando

x € A; estd bien definida y es continua.

Demostracion. Veamos en primer lugar que f estd bien definida. De 2) se deduce
de forma directa; ya que dado = € X, en el caso de que pertenezca a mas de un
subconjunto su imagen ha de ser igual por 2), y en el caso de que solo pertenezca a
un conjunto, como f; es una aplicacién se tiene.

Veamos ahora que es continua. Para ello, supongamos que la familia {A;};c; es
finita y de conjuntos cerrados (para abiertos la demostracién en andloga).

Sea C" € C. Queremos probar que f~!(C') es cerrado en (X, T), lo que demos-
traria que f es continua:

FUC) = XNt (UA>ﬂf e =Jn ) =

N = g (f ij Cl)) =l e ecr

iel

donde tenemos que es cerrado porque f;'(C’) € Cr por ser f; continua, y la unién
es un cerrado ya que la unién finita de cerrados es cerrado. (Este es el aspecto en el
que la demostracién difiere si A; son abiertos o cerrados). ]

2.2. Aplicaciones abiertas y cerradas. Homeomor-
fismos

Definicién 2.3. Sea f : (X,7) — (Y,7’) una aplicacién entre dos espacios to-
pologicos. Decimos que:

1. f es abiertasi f(U) e T', VU € T.
2. f escerradasi f(C) € Cp, VC € Cr.

Al igual que tenemos la caracterizacién de la continuidad, tenemos la caracteri-
zacién de que una aplicacion sea abierta:

Proposicién 2.5. Sea f : (X,T) — (Y, T') una aplicacion entre dos espacios
topoldgicos. Entonces, equivalen:

1. f es abierta.

2. f(B) € T para todo B € B base de T .

3. f(N) € Ny para todo v € X, N € N,.

4. f(A°) C [f(A)]° para cualquier A C X.
Demostracion.

1) = 2) Dado B € B, por ser base de T se tiene que B € T, y por ser f abierta
se tiene que f(B) € T'.
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2) = 3) Dado N € N,, por ser N entorno de x se tiene que 3B € B tal que
x € B C N. Por 2), se tiene que f(B) € 7', y como x € B C N se tiene que

f(z) € f(B) C f(N), por lo que f(N) € Ny().

3) = 1) Dado U € T, se tiene que U € N, Vx € U. Por 3), se tiene que f(U) €
Ny para todo x € U, por lo que f(U) € T', por lo que f es abierta.

1) = 4) Dado A C X, se tiene que A° C A, por lo que f(A°) C f(A). Como
f(A°) € T" y el interior es el mayor abierto contenido en el conjunto, se tiene
que f(A%) C [f(A)]".

4) = 1) Dado U € T, se tiene que U = U°. Por tanto:
fU) = fU°) cfU)F c fU)
Como f(U) = [f(U)]°, se tiene que f(U) € T, por lo que f es abierta.

Por 1ltimo, tenemos la caracterizacion de que una aplicacién sea cerrada:

Proposicién 2.6. Sea f : (X,T) — (Y, T') una aplicacion entre dos espacios
topoldgicos. Entonces, equivalen:

1. f es cerrada.
2. f(A) C f(A) para cualquier A C X.
Demostracion.

1) = 2) Dado A C X, se tiene que A C A, por lo que f(A) C f(A). Como
A € Cr, por ser f cerrada se tiene que f (Z) € C7. Por definicién de clausura,
se tiene que f(A) C f (A).

2) = 1) Dado C € C7, se tiene que C' = C, por lo que:
f(C)C f(C)=f(C)

Por tanto, f(C) € Cy, por lo que f es cerrada.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de aplicaciones abiertas y cerradas:

1. Sea la siguiente aplicacién:
f: <817E|81> — (R, 7o)
(z,y) — y

No es abierta, ya que f(S') = [-1,1] ¢ T, pero S' € 7;}81.

2. f:(X,T)— (Y, Taisc) siempre es abierta, ya que todo conjunto de Y es abierto
en Tgisc. lgualmente, es cerrada.
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w

f:(X,T) = (Y,T') es abierta si y solo si f(X) € T'. Ademds, f es cerrada
siysolosi f(X) e Cr.
Sea f: (X, T;) — (R",T,) constante; es decir, f(x) =py € R", Vz e X.

Tenemos que f es cerrada, ya que f(A) = {po} para todo A C X no vacio.
Por tanto, si A es cerrado tenemos que su imagen es {po} € C7r,.

No obstante, f no es abierta, ya que f(X) = {po} & Tu-

cId (X, T)— (X,T) la aplicacién identidad.

Tenemos que Id es abierta si y solo si T C 7'. Andlogamente, Id es cerrada
si y solo si Cr C Cpr.

[(X,T)= Y, T)yg: (Y, T") = (Z,T"). Tenemos de forma directa que:

a) Si f, g son abiertas, entonces g o f es abierta.

b) Si f,g son cerradas, entonces g o f es cerrada.

Dado (X,7) y A C X, consideramos la inclusién i4 : (A,Ta) — (X, 7).
Tenemos que:
iyg es ablerta <= A€ T

=) Como A € Ty, por ser iy abierta tenemos que iq(A) = A€ T.

<) Sea U € Ty, porloque U =U"NA, con U € T. Entonces, tenemos que
ia(U)=U =U"NA, que es la interseccién de dos abiertos, por lo que es
un abierto. Por tanto, f es abierta.

De igual forma, tenemos que:

ia es cerrada <= A € Cr

Como consecuencia de 6) y 7), si f: (X, T) — (Y,T") es abiertay A C X es
abierto, tenemos que f‘A (A, Ta) — (Y, T') es abierta, ya que f}A = foig.
Igualmente, si f es cerrada y A € Cr, tenemos que flA es cerrada.

Si f: (X,T) — (Y,7T’) es una aplicaciéon abierta, dado W C Y tal que
Im(f) C W, tenemos que f : (X,T) — (W, Tw) es abierta.

De nuevo, es consecuencia directa de 6) y 7).

2.2.1. Homeomorfismos

Definicién 2.4 (Homeomorfismos). Decimos que f : (X,7T) — (Y,7’) entre es-
pacios topoldgicos es un homeomorfismo si f es continua, biyectiva y su inversa es
continua.

Algunos resultados inmediatos que se deducen de la definicién son:

1.

Id: (X, T)— (X,7) es un homeomorfismo.
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2. Si f es un homeomorfismo, entonces f~! es un homeomorfismo.

3. La composicion de homeomorfismos es un homeomorfismo.

4. Si f (X, T)— (Y,T") es un homeomorfismo y A C X, entonces se tiene que
f|A (A, Ta) — (f(A), 7}/(,4)) es un homeomorfismo.

Definicién 2.5. Decimos que dos espacios topoldgicos (X, T) e (Y, T’) son homeo-
morfos si existe un homeomorfismo f : (X, 7T) — (Y, T’) entre ellos. Lo notaremos
mediante (X, 7) = (Y, 7).

De los resultados inmediatos que se deducen de la definicién de homeomorfismo,
se tiene la siguiente proposicion de demostracién inmediata.

Proposicion 2.7. La relacion “ser homeomorfo a”, denotada por ==, es una rela-
cion de equivalencia en el conjunto de todos los espacios topoldgicos.

Ejemplo. Algunos ejemplos de homeomorfismos son:

1. Tenemos que (]0,1[, 7;]071[) es homeomorfo a (]a,b[, ’7;](“,[) para cualesquiera
a < b fijados. Veamoslo:

Tenemos que el homeomorfismo es la recta que pasa por los puntos A = (0, a),
y B = (1, ). Usando la ecuacién punto pendiente, tenemos que y—a = (b—a)x.
Entonces, el homeomorfismo f es:

f: 10,1 — Jla,b|

r — a+(b—a)x

Esta aplicacién es claramente biyectiva, al ser una recta. Ademas, su inversa
es f7'(y) = =2, que es continua por ser polindmica. Por tanto, se tiene que
f es un homeomorfismo.

Observacion. Sean X,Y dos conjuntos no vacios. En Algebra I, se vio que dado
A, A C X,y f: X =Y se tiene que:

FATUAD) = F(AD U F(As)  F(AINAs) C f(A) N f(A)

donde la igualdad en (x) se da si y solo si f es inyectiva.

Proposiciéon 2.8. Dada una aplicacion biyectiva f : (X, T) — (Y,T') entre dos
espacios topologicos, son equivalentes:
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1. f~1 es continua.

2. f es abierta.

3. f es cerrada.
Demostracion.

1=2) Sea U € T. Veamos que f(U) € T'. Como f~! es continua, tenemos
que (f~H)~Y(U) € T'. No obstante, como f(U) = (f~1)~}U), tenemos que
fu)eT".

2= 1) Sea U € T. Veamos que (f~1)~}(U) € T'. Como f es abierta, tenemos que
f(U) € T'. Ademds, como f es biyectiva tenemos que (f~1)"*(U) = f(U), por
lo que tenemos que f es continua.

Las implicaciones respecto a 3) tenemos que son anélogas sustituyendo abiertos
por cerrados, debido a la caracterizacién de la continuidad de una aplicacion. O

Corolario 2.8.1. Dada una aplicacion f : (X, T) — (Y,T') entre dos espacios
topoldgicos es un homeomorfismo si y solo si de da alguna de estas dos condiciones:

1. f es continua, biyectiva y abierta.
2. f es continua, biyectiva y cerrada.

Observacion. Ya se ha visto que la identidad entre el mismo espacio topolédgico es un
homeomorfismo. No obstante, si las topologias no son iguales, Id : (X,7T) — (X,7T")
es un homeomorfismo si y solo si T = T".

Tenemos que es continua si y solo si 7' C 7T, y es abierta si y solo si T C T".
Por tanto, del corolario anterior se deduce.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de homeomorfismos:

1. Todos los intervalos abiertos de (R, 7,) son homeomorfos. Estos son, dados
a,b € R con a < b, entonces son homeomorfos:

la, b la,+oo[ ] — o00,b] R

Previamente se ha visto que Ja,b] = 0, 1][.
T
53l
es continua y biyectiva. Ademds, f~! = tan : }—g, g[ — R, que también es
biyectiva. Por tanto, f es un homeomorfismo, por lo que R = ] —g, g [ = 10, 1[.
Por tanto, R = 10, 1].

Veamos ahora que R = 10,1[. Sabemos que f = arctan : R — ]—

Ja,c0[— Jarctana, 2| es un homeomorfis-

Por ultimo, se tiene que fh“* ' 5

oo :
mo', por lo que Ja,00[ = Jarctana, 2| = ]0,1[. Por tanto, Ja,c0[ = ]0,1].

Anélogamente, se tiene que | — 0o, b[ = ]0,1].

Para que sea un homeomorfismo, el codominio ha de ser f(]a,+oc[). Como se conoce que
arctan es estrictamente creciente, se conoce su imagen.
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2. Consideramos S™ y el polo norte de la esfera N = (0,...,0,1). Veamos que
S*\ {N} = R".

Figura 2.1: Representacion gréafica de la proyeccién estereografica.

Tomamos © = (z1,...,%,, Tnr1) € ™\ {IV}. La recta que pasa por x 'y N, es:

0,...,0, 1)+ X (0,...,0, 1) (21, ..., T, Tps1) =
=(0,...,0, 1)+ X (z1,..., Tp, Tpy1 — 1) =
= ()\[lfl,...,>\l'n,1+>\(1}n+1 — 1))

Buscamos obtener la interseccién con el plano de ecuacién z,,; = 0, por lo

que 1 + A(zp41 — 1) = 0. Por tanto, A = ————. Definimos entonces la
— Tp+1
siguiente aplicacion, llamada proyeccion estereografica, que lleva cada punto a

la correspondiente interseccion descrita:

De : S*\{N} — R"
( e -
T1yeory Xy, T e
! . I —2pp I —2pq1
Calculamos ahora su inversa. Dado (y1, ...,y,) € R", consideramos dicho pun-

to en R™ y = (y1,...,9,,0) € R"™. La recta que pasa por y y N, es:
(077071>+M (ylu"'vyn7_1) = (/l’xla"'7/'l"rn71_u)
Calculamos la interseccion de la recta con S™:
(ug1)* + - 4 (pya)® + (1= p)* =1
P+ ) e = 2n =1
pla(yi + -+ +yn) + =2/ =0
Las dos soluciones, por tanto, son g = 0 (que nos da N, que no nos interesa),

y el siguiente punto:

2

2 2
+--4y)+ —2=0= u =
¢ Yn) + 1 A S Sr——
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Por tanto, definimos:

pt: R" — S"\{N}
. e 5 =, 1— 5 -
Lty +-+up Lty +-+up Lty +-+yp

(y17"'7yn)

Tenemos que p, es continua?, y es facil ver que p_* es su inversa, también conti-
nua. Por tanto, tenemos la proyeccion estereografica p. es un homeomorfismo,
por lo que S* \ {N} = R".

3. Denotamos por S = (0,...,0,—1) al polo sur de S* C R""!. Veamos que
S™\ {N, S} es homeomorfo al cilindro S*! x R.

Tomamos = = (x1,...,Tn, Tny1) € S™\ {IV, S}. La semirrecta que empieza en
el origen y pasa por x es:

ATy, Ty Tyat) A>0
Buscamos su interseccién con el cilindro:

1

Bt

A2 )+ -+ Az,)? = 1= )=

donde tomo el valor de la raiz positiva, ya que A > 0. Ademas, el denominador
no se anula, ya que si las primeras n componentes de x fuesen nulas, tendriamos
que z € {N, S}, pero estos no pertenecen a nuestro conjunto.

Por tanto, definimos la siguiente aplicacién, que lleva cada punto de la esfera
a la correspondiente interseccion con el cilindro:

f S"\ {N,S} — S"1xR

(T1,. o Tpy Tpy1) +— 1

x%Jr---Jr:E% ( 1, y LUmy n-‘rl)

La inversa se construye andlogamente. Consideramos un punto del cilindro
Y= (Y1, Yn,Yns1) € St x R. La semirrecta que pasa por y y que empieza
en el origen es:

M(yb"‘7yn7yn+l) M>O

Calculamos la interseccién de la recta con S™ \ {N, S}:

(91)* + -+ (pyn)” + (1Y y1)* = 1
i+ +ya) =1
P+ yn,) =1
Por tanto, el valor de p para la intersecciéon es:
1

V 1+ y?m

2En Anélisis Matematico I se ha visto que es continua si y solo si lo es cada una de sus
componentes, y cada una lo es por ser polinémica. Este hecho se generalizara en la seccién 2.3,
sobre topologia producto.
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Por tanto, definimos:

1t S"IxR — S"\{N,S}
1

Y15 Yns Yng1) +— \/TQH'(Z/M"wynaynJrl)

Tenemos que f es continua, y se demuestra que f~! es su inversa, también
continua. Por tanto, tenemos que ambos conjuntos son homeomorfos.

4. Veamos ahora que B(0,1) = R".
Definimos la siguiente aplicacién:

fi R — B(0,1)
X

ro— —
14 [|]]

Es facil ver que f es continua y biyectiva. Ademds, su inversa es:
f~t: B(0,1) — R"
y Y
1=yl

~

Que también es continua. Por tanto, es un homeomorfismo, por lo que B(0, 1)
R™.

Debido a las caracterizaciones de la continuidad, y a la definicion de homemor-
fismo, se tiene de forma directa la siguiente proposicion.

Proposicién 2.9. Sea f: (X, T) — (Y,T") un homeomorfismo entre dos espacios
topolégicos. Entonces, se tiene que:

1.UeT = f(U)eT" (f es abierta),
2. CeCr= f(C)eCpr (f es cerrada),

3. B es base de la topologia en T si y solo si B'={f(B) | B € B} es base de la
topologia en T".

4. Dado x € X, se tiene que N € N, <= f(N) € Ny).

5. Bx es base de entornos de x en (X, T) siy solo si p, = {f(V) |V € B.} es
base de entornos de f(x) en (Y, T").

Demostracion. Demostramos cada resultado por separado:

1. Sea U € T. Entonces, como f~! es continua y considerando su inversa, tenemos
que (f~H)7(U) = f(U) € T'. Por tanto, f es abierta.

2. Como, al ser f~! continua, la preimagen de un cerrado es cerrado, se tiene que
f es cerrada (demosracion andloga a la anterior).
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3. Demostramos solo la implicacién a la derecha, ya que la implicacion a la iz-

quierda es andloga considerando la inversa. Veamos que B’ es base de la topo-
logia en 7.
Sea U' € T'y 2’ € U', y consideramos f~1(U’) € T. Entonces, por ser B base
de T, tenemos que 3B, € B tal que f~'(2') € B, C f~(U’). Por tanto,
como f es biyectiva, se tiene que 2’ € f(B,/) C U’. Por tanto, B’ es base de la
topologia en 7.

4. Demostramos por doble implicacién:

—) Fijado z € X y dado N € N,, vemos que f(N) € Nya).
Como N € N,, entonces U € T tal que z € U C N. Por tanto, se tiene
que f(z) € f(U) C f(N). Como f es abierta, tenemos que f(U) € T,
por lo que f(N) € Ny(y).

<=) Se tiene de forma directa considerando f~!, que es continua, y usando la
otra implicacion.

5. Demostramos solo la implicacién a la derecha, ya que la implicacion a la iz-
quierda es andloga considerando la inversa. Veamos que (., es base de entornos
de f(z) en (Y, T7).

En primer lugar, por 4), se tiene que (8, C Ny(,). Sea ahora N' € Ny, y
veamos que 3V’ € ! tal que V' C N’.

Como N’ € Ny, por 4) se tiene que f~'(N’) € N,. Por tanto, 3V € 3, tal
que V C f~Y(N"). Notando V' = f(V) € B, se tiene que V' C N’, por lo que
. es base de entornos de f(x) en (Y, 7).

O

Definicién 2.6. Una propiedad se dice topoldgica si no cambia por homeomorfis-
mos. Es decir, esa propiedad la cumple un espacio topoldgico si y solo si la cumplen
todos los espacios topoldgicos homeomorfos a él.

Ejemplo. Algunas propiedades topoldgicas que se deducen de la proposicién ante-
rior son:

1. Ser T1.

Sea (X, T) un espacio topolégico T1, y consideramos un homeomorfismo dado
por f: (X, T)— (Y,T"). Veamos si (Y, T") es T1.

Sean y1,y2 € Y. Por ser f un homeomorfismo, tenemos que 3! 1,25 € X tal
que f(z1) = w1, f(z2) = ya. Como (X, T) es T1, entonces U € T tal que
x| € U, ) ¢ U.

Como f es un homeomorfismo, tenemos que f(U) € T'. Ademds, como x; € U,
entonces f(z1) =y € f(U). Ademés, como x5 ¢ U y f es inyectiva, tenemos
que f(x2) =y2 ¢ f(U). Por tanto, (Y,7") es T1.

2. Ser T2.

Sea (X, T) un espacio topolégico T2, y consideramos un homeomorfismo dado

por f: (X, T)— (Y, T"). Veamos si (Y, T’) es T2.
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Sean yi,y2 € Y, con y; # ys. Por ser f un homeomorfismo, tenemos que
Az, 29 € X tal que f(x1) = y1, f(x2) = y2. Como (X, 7T) es T2, entonces
AU, U, € T tales que x; € Uy, o € Uy, Uy NU, = 0.

Como f es un homeomorfismo, tenemos que f(Uy), f(Us) € T'. Ademés, como
xr1 € Uy, entonces f(x1) = y; € f(Uy). Anédlogamente, f(x2) = yo € f(Us).
Ademds, como Uy NU; = y f es biyectiva, tenemos que:

FO)NfU2) = f(ULNUs) = f(0) =0
Por tanto, (Y,7") es T2.

3. Ser 1AN.

La demostracién es directa, ya que dado x € X, se tiene que 8, = {f(V) |
V € .} es base de entornos de f(x) en (Y,T’). Si (X,T) es 1AN, entonces
existe una base de entornos de x, 3., numerable, y por tanto ., también lo es.
Por tanto, (Y,7") es 1AN.

4. Ser 2AN.

La demostracién es directa, ya que B = {f(B) | B € B} es base de la
topologia en T7. Si (X, T) es 2AN, entonces existe una base de la topologia,
B, numerable, y por tanto B’ también lo es. Por tanto, (Y,7") es 2AN.

Definicién 2.7 (Embebimiento). Sea f : (X,7) — (Y, 7’) una aplicacién entre es-
pacios topoldgicos. Se dice que f es un embebimiento si f : (X, 7T) — <f(X), f’(X)>

es un homeomorfismo.

2.3. Topologia Producto

Dados dos espacios topoldgicos (X, T) e (Y,T’), queremos construir una topo-
logia natural sobre X x Y.

Lema 2.10. Dados dos espacios topoldgicos (X, T),(Y,T"), se tiene que
B={UxUCXxY|UcT, U cT'}
es base de una topologia en X XY .

Demostracion. Usamos el Teorema 1.13. Para ello, comprobamos ambas condiciones:

B1) Tenemos que ver que X x Y = |J B.
BeB
Como X € T,Y € T, tenemos que X X Y € B, por lo que se tiene de forma
directa.

B2) Sean B, By € B, y consideramos (z,y) € By N By. Veamos que existe By € B
tal que (z,y) € B3 C By N Ba.
Tenemos que By = Uy X U], By = Uy x Us, con Uy, Uy € T, Uy, Uy € T'. Como
(z,y) € By N By, tenemos que z € (U3 NUz) e y € (U NU;). Por tanto, se
tiene que (z,y) € (UyNUy) x (U NUS).
Definimos entonces By = (U; NUsy) x (U] NUS), ya que la interseccién de dos
abiertos es un abierto, y se tiene lo pedido. ]
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Definicion 2.8 (Topologia Producto). Llamamos topologia producto de (X, T), (Y, T")
a la topologia en X X Y que tiene por base la descrita en el lema anterior:

B={UxU CXxY|UecT,U T}
A esta topologia se le suele denotar por T x T".

Notemos que, aunque el producto de abiertos es un abierto, el reciproco no es
cierto. Es decir, en general, un abierto de 7 x 7’ no es un producto de abiertos.
Anélogamente, respecto a los cerrados se tiene que el producto de cerrados también
es cerrado (aunque al revés no se tiene). Veamoslo:

Proposicién 2.11. Sean (X, T),(Y,T’) dos espacios topoldgicos, y consideramos
C e Cr, C"e Cp. Entonces, C' x C" € Cryr.

Demostracion. Demostramos que su complementario es un abierto.
(X xY)\(CxC)=[(X\C)xY]U[X x (Y\C)] eTxT

donde hemos visto que es un abierto de la topologia producto ya que X e Y son
abiertos en sus respectivas topologias.
Por tanto, tenemos que C' x C" es un cerrado en la topologia producto. O

Proposicién 2.12. Sean (X, T),(Y,T') dos espacios topolégicos. Entonces, se tie-
ne:

1. Si Bx es una base de T y By es una base de T, entonces una base de T X T’
es:
BXXYZ{BXB/CXXY’BGB_)(, BIGBy}

2. Si B, es una base de entornos de x en (X,T) y B, es una base de entornos de
y en (Y, T"), entonces una base de entornos de (x,y) en T x T es:

Bay) ={V xV' CX XY |V E€B, V' €By}

Demostracion. Demostramos cada uno de los resultados por separado:

1. Veamos primero que Bxyy C T x T'. Esto es evidente, ya que si se tiene que
B x B' € Bxxy, entonces B € T por ser elemento de una base de (X,7), y
analogamente se tiene que B’ € T'. Por tanto, B x B' € T x T".

Ahora, probamos que si U € T X T" y (x9,y0) € U, entonces se tiene que
dB x B’ € Bxxy tal que (z9,y9) € Bx B’ C U.

Como U € T X T"y (x9,y0) € U, entonces por la definicién de la topologia
producto se tienen que 30 € T,0" € T’ tal que (xg,y9) € O x O C U. Como
o € Oy By es una base de (X, 7)), entonces 3B € By tal que o € B C O.
Anélogamente, como yy € O’ y By es una base de (Y,7T”), entonces 3B’ € By
tal que yo € B’ C O'.

Por tanto, tenemos que (xg,40) € B x B' C O x O C U, tiendo entonces
probado que Bxyy es una base de la topologia producto.
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O
Corolario 2.12.1. Sean (X,T),(Y,T") dos espacios topoldgicos. Entonces, se tiene:
1. Si(X,T), (Y,T") son 1AN, entonces (X x Y, T x T') es 1AN.
2. 8i (X, T), (Y,T") son 2AN, entonces (X x Y, T x T') es 2AN.
Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de topologia producto:

L (X, T%), (Y, TY). Veamos ahora la topologia producto (X x Y, T,X x T,Y'). Una
base de T, x T es:

B={0x0,Xx0,0xY,XxY}={0XxY}

Ademas, como uniendo abiertos bésicos no se puede generar ningtin otro
conjunto, tenemos que 7,X x T,¥ = {0, X x Y}. Por tanto, se tiene que

7;X X 7;Y _ 7;X><Y'

2. (X, 77, (Y, Tr..). Veamos ahora la topologia producto (X x Y, 775 x T..).

disc ) c%sc v
Una base de T, X T;,. es:

B={AxB|ACX, BCY}

Tenemos que cualquier punto (g, yo) es un abierto, ya que:
{(z0,90)} = {z0} x {0} € Tise X Taise

XxY __ X Y
Por tanto, tenemos que 7.~ = Tjse X Tjise-

El siguiente lema nos sera de utilidad para proximos teoremas:

Lema 2.13. Sean p,q1 € R", pa,q2 € R™. Entonces:
1(p1,p2) — (a1, @) 1> = llp1 — a1 l” + [lp2 — @2

Proposicién 2.14. El producto de (R",T") con (R™,T™) es (R™™ T"). Es
decir,

n m o n+m
TS < T =T,

Demostracion. Sabemos que el siguiente conjunto es un base de la topologia pro-

ducto T,* x T,™
B = {B(pl,Tl) X B(pg,?"g) | r1,T9 € R+,p1 < R”,pg € Rn}

Queremos ver que B es también base de T."*™, lo que por el Teorema 1.13
implicarfa que 7 x T,™ = T+,

Probamos en primer lugar que todo elemento B de B es un abierto en 7,"*™. Para
ello, probamos que dado ¢ = (q1,92) € B = B(p1,71) X B(p2,r2), existe B[(q1,q2), 7]
tal que B[(q1,¢2),7] C B(p1,r1) X B(p2,72).

Definimos 7 =1 — ||p1 — @1, 75 = r2 — ||p2 — @2||, ¥ se tiene que:

B(q,71) C B(p1,71) B(q2,75) C B(pa,72)

Por tanto) B(Q17TI1) X B(QQ7T/2) - B(p17T1) X B(p27’]"2).
Sea entonces r = min{ry, r5}. Veamos que Bl(q1,q2),7] C B(q1,7)) X B(qa,7%).
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C) Sea (z1,x2) € Bl(q1,q2),r]. Entonces, por definicién de bola y por el lema ante-
rior, se tiene:

|21 — Q1||2 + [|z2 — €12||2 = |[(z1, 22) — (QLQZ)HQ <7’

Por tanto, se tiene que ||z; — q1||*> < r? < 7%, por lo que z; € B(q,r}).

Andlogamente, vemos que x5 € B(qa,75). Por tanto, se tiene que (xq,x2) €
B(thr/l) X B(q27 Té)

Por tanto, ya tenemos que todo elemento B de B es un abierto en 7,""™. Veamos
ahora que todo elemento de 7™ es unién de elementos de B. Para esto, basta
demostrar que dados U € Tt y x = (x1,22) € U C R” x R™, existe B € B que
cumpla que x € B C U.

Sabemos que Jr > 0 tal que B[(z1,22),R] C U. Vamos a probar ahora que
B (21,%) x B (22,%) C Bl(z1,22),7].

C) Si(y1,y2) € B (xl, g) x B (33'2, g), entonces se tiene que

7\ 2 m\?
=il < (5) le =l < (3)

Por tanto, por el lema anterior, se tiene que:

7\ 2 r\ 2
0n92) — (@1 = 22) = s — a2+ e =l < (5) 4 (5) <2

Por tanto, (y1,ys2) € Bl(x1, z2),7].

Definicién 2.9 (Proyeccién). Dados con conjuntos X, Y vamos a llamar:

x: X xY — X my: X XY — Y
(z,y) — (z,y) — y

a las proyecciones sobre X y sobre Y, respectivamente.
De forma directa, se ve que ambas proyecciones son sobreyectivas.

Proposicién 2.15. Dados dos espacios topologicos (X, T) e (Y, T') se tiene que las
proyecciones sobre X y sobre Y desde (X X Y, T X T') con continuas y abiertas.

Demostracion. Veamos en primer lugar que mx es continua. Tenemos si U € T,
entonces 7 (U) =U x Y € T x T, por lo que es continua.

Veamos ahora que mx es abierta. Para ello, por la caracterizacion de ser abierta,
vemos que la imagen de todo abierto basico es un abierto. Tomamos la siguiente
base de T x T

B={UxUcCXxY|UcT, U T

Entonces, tenemos que probar que wx(U x U’') € T, que es evidente ya que
x(UxU)=Uc¢cT.
Anélogamente, se demuestra el mismo resultado para my-. O
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Observacion. Notemos que las proyecciones en general no son cerradas. Como ejem-
plo de esto, sea (R?,7,). Consideramos ahora la siguiente funcién:

f: R* — R
1

r o— =
i

Veamos ahora que G(f) es un cerrado en (R?,7,,):

o) ={wn e B ly=1 = (o)
={(z,y) eR* |2y =1}

Definiéndonos ahora la funcién F : R? — R dada por F(z,y) = xy, que es
continua por ser polinémica, tenemos que G(f) = F~1({1}). Como {1} es un cerrado
en (R, 7,) y F es continua, tenemos que G(f) es también un cerrado.

No obstante, mg(G(f)) = R\ {0}, que no es un cerrado.

Proposicién 2.16. Si (X, T), (Y,T') son dos espacios topoldgicos y T es una to-
pologia sobre X XY tal que

(X x Y. T) = (X,T)  m(XxY,T)=> (Y, T)
son continuas, entonces T x T' C T.
Demostracion. Consideramos la siguiente base de la topologia producto 7 x T':
B={UxU CcXxY|UeT,U €T}
Veamos que B C 7. Dados U € T,U’ € T, tenemos que:

T (U)=UxY €eT (porque Ty es continua.)

T (U)=XxU €T  (porque Ty es continua.)

Por tanto, como la interseccién finita de abiertos es un abierto, tenemos que
(UxY)N(XxU")=UxU"€T,es decir BC T. Por el Teorema 1.13, como B es
una base de 7 x T7, tenemos que T x T’ es la topologia menos fina que contiene a
B,porloque T xT' CT. H

Proposicién 2.17. Sean (X, T),(Y,T") dos espacios topoldgicos, y consideramos
xo € X,yo € Y. Entonces:

Tx © (X X {yo},T X T)/(X{yo}) — (X, T)
Ty ! ({xo} XY, T x 7:{/x0}xY) — (X, T)

son homeomorfismos.
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Demostracion. En primer lugar, tenemos que mx : X x {yo} — X es biyectiva.
Estudiemos ahora su continuidad.

Como 7x : (X x Y, T xT') — (X,T) es continua, entonces su restriccién
X : (X x {yo}, T X T)’(x{yo}> — (X, T) es continua. Veamos que esa restriccion

también es abierta. Consideramos la siguiente base de la topologia producto T x T
B={UxU cCXxY|UeT,U T’}

Dado un elemento (U x U’) € B, basta ver que wx[(U x U") N (X X {yo})] es
abierto de T

mx(Ux{y}) =U €T
mx[(U x U) N (X x {yo})] = mx[U x (U N {yo})] =

I <

Wx(m) @ET

En cualquier caso, se tiene que es un abierto.
Por tanto, como 7x es continua, abierta y biyectiva, se trata de un homeomor-
fismo. Se demuestra andlogamente para my-. m

Proposicién 2.18. Sean (X, T),(Y,T") dos espacios topoldgicos. Entonces, se tiene
que:

1. (X xY, T xT')es T1 siysolosi (X, T),(Y,T") son T1.

2. (X xY, T xT") es T2 siy solo si (X, T),(Y,T") son T2.

3. (X XY, T xT") es 1AN si y solo si (X,T),(Y,T") son 1AN.

4. (X XY, T xT") es 2AN si y solo si (X, T),(Y,T") son 2AN.

5. (X XY, T xT') es metrizable si y solo si (X, T),(Y,T') son metrizables.

La siguiente proposicion es de gran utilidad, ya que nos dice que estudiar la
continuidad de una funcién que toma valores en un producto equivale a estudiar la
continuidad de cada una de sus proyecciones:

Proposicién 2.19. Sea f : (Z,T) — (X xY, T x T') una aplicacion entre espacios
topoldgicos. Entonces,

f continua <= mx o f y my o f continuas.

Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:

—>) Tenemos que f es continua y ambas proyecciones también lo son. Por tanto,
como la composiciéon de funciones continuas es continua, se tiene de forma
directa.

<) Para estudiar la continuidad de f, calculamos la imagen inversa de un abierto

bésico de (X x Y, T x T).
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Sea dicho abierto basico U xU’, con U € T, U" € T'. Como mx o f es continua,
tenemos que:

(mx o ) U) = (fomy ) U)=f(UxY)eT

Anélogamente, usando la proyeccién en Y tenemos que f~1(X x U’) € T.
Como la interseccién de abiertos es un abierto, tenemos que:

FFAAUOXxY)N X xU) = fHUXxY)N(X xU)=fUxUTeT

Por tanto, f es continua.

2.3.1. Aplicaciones Producto

Definicién 2.10 (Aplicacién producto). Sean dos aplicaciones entre espacios to-
poldgicos dadas por:

fl : (leﬂ) - (1/1771,)
f2 : (X277-2) - (3/277;/)

Llamamos aplicacion producto a la siguiente aplicacién:

fixfor (XixXe,TixTy) — (YixY,T{ xT;)
(z1,22) = (f(21), f(22))

Teorema 2.20. Sean dos aplicaciones entre espacios topoldgicos dadas por:
fie (X, T) = M T) for (X2, T2) = (Y2, T3)

Tenemos que:

1. f1 X fy es continua <= f1 y fo son continuas.

2. f1 X fo es abierta <= f1 y fo son abiertas.

3. f1 X fa es un homeomorfismo <= f1 y fo son homeomorfismos.
Demostracion. Demostramos cada una por separado y mediante doble implicacién:

1. Demostramos mediante doble implicacién:

—) Fijado z¢ € X5, definimos la siguiente aplicacién:

i (X1, 1) — (Xix Xy, i xTa)
r +— (x,x(])

Tenemos entonces el siguiente diagrama:

X1 x Xy X2 Y] x Y,

X, —I
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Veamos que, efectivamente, f; = my, o (f1 X fa) oi. Para todo x € Xi:
(myi o (fix f2)0i)(z) = (my, 0 (f1 X f2)) (2, 20) = 7v; (f1(2), fa(w0)) = fi()

Como 7y, (f1 X fa), 1 son continuas, entonces f; es continua. La aplicacién
1 es continua por la Proposicion 2.19.

Andlogamente, se demuestra para fs.

<=) Dada B={U; x Uy | Uy € T/, Uj € T} base de T{ x T, veamos que
(f1 x f2)7Y(B) € Ty x T3 para todo B € B.
Sea Uy x Us € B. Tenemos que:

(fr x fo) UL x Ug) = {(21,22) € Xy x Xy | (fi X fo)(21,22) € Uy x Uy} =
= {(z1,72) € X1 x Xo | (fi(21), falx2)) € Uy x Uy} =

= {(x1,72) € X1 X Xo | fi(z1) € U A fo(xs) € Uy} =
( )€ Xy x Xy | oy € fTHUN) Aay € f3 ' (Us)} =
fHUN x f51(U) € Ti x T

T1,T2

donde especificamos que es un abierto de la topologia producto porque,
como f1, fo son continuas, entonces dichos conjuntos son abiertos.

[]

Corolario 2.20.1. Consideramos los espacios topoldgicos (X1,T1), (Xa, T2), (Y1, T{)
y (Ya,T2) . Entonces:

<X17ﬂ> = (}/1771/)
A :>(X1XX27711X75)g(}/1X}/2;711/X712,)
(X2, 7T2) = (Y2, 75)

Ejemplo. Sabemos que R? 2 B(0,1), y que (]0,1[ , Tyj0.4;) = (R, 7). Entonces, por
el corolario anterior tenemos que |0, 1[x]0, 1[= R2 = B(0,1). De forma general:

10,1[x ™. x]0,1[= R" = B[(0, ™., 0),1]

2.4. Topologia Inicial

Consideramos una familia de espacios topologicos {(X;, T;) }ier, un conjunto X
una familia de aplicaciones { f;};c; de forma que f; : X — X, para todo i € I.

Nuestro objetivo es buscar una topologia 7 en X de forma que sea la topologia
mas pequena tal que f; sea continua para todo i € I. Notemos que Ty, cumple la
segunda condicion, pero buscamos la topologia mas pequena.

Definicién 2.11 (Topologia Inicial). Dada {(X;,7;)}ic; familia de espacios to-
poldgicos, X un conjunto y {f; : X — X }ics. Sea el siguiente conjunto:

S={f{U)CcX|UEeT,icl}

Llamaremos topologfa inicial para la familia de aplicaciones {f;}ic;r a T(S); es
decir, la topologia que tiene a S por subbase.
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Proposicién 2.21. Sean {f; : X — X, }icsr una familia de aplicaciones, T la topo-
logia inicial sobre X para {f;}icr. Se considera g : (Y, T') — (X, T) una aplicacion
entre espacios topologicos. Se tiene que:

g es continua <= f; 0 g es continua Vi € |

Demostracion.

=) Por cémo esta definida 7, tenemos que f; es continua para todo i € I. Ademss,
g por hipétesis es continua. Como la composicion de aplicaciones continuas es
continua, se tiene.

<=) Tomamos S = {f;'(U) C X | U € T;, i € I}, que es subbase de T. Por la
caracterizacion de la continuidad global mediante subbases, basta probar que
g7 (f7'(U;)) € T para todo i € I. Tenemos que g~ (f;*(Us)) = (fiog) ™ (Us),

(2
que por hipdtesis es continua; por lo que es un abierto en (Y, 7).

Por tanto, queda demostrado que la imagen inversa de un elemento de la
subbase es un abierto, por lo que g es continua.

]

Ejemplo. Dados (X, T), (Y, 7T") dos espacios topolégicos. Podemos considerar sobre
X x Y la topologia inicial asociada a las proyecciones.
Entonces, la topologia inicial para {mx, my } viene dada por la subbase siguiente:

S={rU)|UeTU{m ' (U) | U €eT'}={UxY |U e TIU{XxU"|U €T}
Entonces, la topologia inicial para {mx,my} tiene por base asociada:
BS)={UxU |UeT, U T}

No obstante, B(.S) es también base de la topologia producto, por lo que la topo-
logia inicial para las proyecciones es la topologia producto.
En general, dado un conjunto de espacios topoldgicos {(X;, T;) }ier, no necesa-

riamente finita, se llama topologia producto en [[ X; a la topologia inicial para las
iel
proyecciones
T, X = (X Tay) Vig € T
iel
Una base de la topologia producto es:

B = {H A;|A; € T;, A Solo una cantidad finita de A; es diferente de X; }

el
2.5. Espacios Cocientes e Identificaciones

2.5.1. Topologia Final

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, Y un conjunto, y p : (X,7) — Y una apli-
cacion. Nuestro objetivo es buscar una topologia 7 en Y de forma que sea la més
grande tal que p sea continua. Notemos que 7; cumple la segunda condicién, pero
buscamos la topologia mas grande.
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Proposicion 2.22. Sea (X,T) un espacio topoldgico, Y un conjunto, y una aplica-
cion p: (X, T) =Y. Entonces, el siguiente conjunto define una topologia:

Tp)={U'CY |p (V) eT}
Demostracion. Demostramos las tres condiciones para que sea una topologia:
A1) En primer lugar, se tiene que ) € T(p), ya que p~*(0) =0 € T.
Ademds, Y € T(p), vaque p {(Y)=X € T.

A2) Sean {U! € T (p) }ier una familia de elementos de 7 (p). Veamos que la unién
arbitraria de dichos elementos pertenece a 7 (p):

pt <U U;) =Upr'w)eT

iel el
A3) Si Uy, U} € T(p), tenemos que p~*(U;),p 1 (Us) € T, por lo que:
pHUINUy) =p (U)Np (U5 €T

Por tanto, Uy N U} € T (p).
[

Por tanto, tenemos que T (p) es una topologia sobre X. Ademds, se tiene que
p: (X,T)— (Y, T(p)) es continua. Veamos ahora que es la topologia més grande
que cumple que p es continua.

Supongamos que p : (X,7) — (Y,7T’) es continua, y veamos que 7' C T (p). Si
U’ € T, como p es continua, tenemos que p~*(U’) € T. Por definicién de T (p), se
tiene que U’ € T (p).

Esta topologia es la conocida como topologia final.

Definicién 2.12 (Topologia Final). Sea (X, T") un espacio topolégico, Y un conjun-
to, y p: (X,7T) — Y una aplicacién. Se define la topologia final para la aplicacién
P como:

Tp)={U'CY [p7(U)eT}
Ejemplo. Algunos ejemplos de topologia final son:

1. Sea p: ([0, 1],7;[071]) — {0, 1} dada por p = X[o.1] Es decir,

1 si :1:6[0,%}
plz) =
0 si x¢]l0,1]

Calculemos la topologia final en Y = {0, 1}. Claramente, (), Y € T (p). Veamos
si {0}, {1} € T(p):

p D = 0] # T
pion =

1
~1 -
% } € Tujo)
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Por tanto, 7 (p) = {0,Y,{0}}.
Veamos ahora si p es abierta en ({0,1}, 7 (p)).

p(Joz])-weTw

Por tanto, p no es abierta. Veamos ahora si p es cerrada en ({0,1}, 7 (p)).

p (E 1}) = {0} ¢ Crp)

Por tanto, p no es cerrada.

2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, Y un conjunto y elegimos 3y € Y. Definimos
la siguiente aplicacion constante en yq:

p: (X, 7)) — Y
T — Yo
Dado U C Y, tenemos que:

_ 0 si yo¢U
1 _ 0
p (U)_{X si yelU

Por tanto, como ambos son abiertos en T, tenemos que U € T (p) para todo
U CY. Es decir, T(p) = Taise-
Los cerrados de la topologia final se obtienen de forma analoga a los abiertos:

Proposicién 2.23. Sea (X, T) un espacio topoldgico, Y un conjunto, yp: (X, T) —
Y wuna aplicacion. Los cerrados de T (p) son:

Crpy ={C CY | p'(C) € Cr}
Demostracion. Demostramos por doble inclusion:

C) Sea C € Cr(y). Entonces, C = Y \ U, con U € T(p). Por definicién de T (p),
tenemos que p~1(U) € T.

Calculemos la preimagen de C":
pH(C)=p (Y \U) =X \p ' (U) € Cr
Por tanto, C € {C CY | p~}(C) € C7}.
D) Sea C' C Y tal que p~'(C) € C7. Veamos si U =Y \ C € T(p):
p i (U)=p (Y \C) =X \p'(C)

Por tanto, p~*(U) € T, por lo que U € T(p), por lo que C' € Cr).
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Proposicién 2.24. Dadas aplicaciones p : (X, T) =Y,y f: (Y, T(p) — (Z,T).
Se tiene que:
f es continua <= f o p es continua

Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:

=) Es claro, ya que f es continua y p : (X,7) — (Y,7(p)) es continua por
definicién de T (p). Como la composicién de aplicaciones continuas es continua,
se tiene.

<=) SiU’ € T', por ser fop continua se tiene que (fop) 1 (U') = p~1(f~1(U")) € T.
Por definicién de T (p), tenemos que f~1(U’) € T(p), por lo que f es continua.
O

2.5.2. Identificaciones

Definicién 2.13 (Identificacién). Decimos que una aplicacion entre dos espacios to-
poldgicos p : (X, T) — (Y, T’) es una identificacién si p es sobreyectivay 7' = T (p).
Es decir, 77 es la topologia final para p.

Algunas observaciones sobre las identificaciones son:

1. Toda identificacién es una aplicacién continua.

2. Sip: (X,T)— (Y,T') es una identificacién y f : (Y,T') — (Z,T") es una
aplicacion, entonces:

f es continua <= f o p es continua.

Saber si una aplicacién entre espacios topolégicos es una identificacién no es,
por norma general, facil. No obstante, en algunos casos esta proposiciéon nos serd de
ayuda.

Proposicién 2.25. Sea f: (X, T) — (Y,T") una aplicacién continua, sobreyectiva
y abierta (o bien cerrada). Entonces, [ es una identificacion.

Demostracion. Como p es sobreyectiva, tan solo hay que demostrar que 7/ = T(f).

C) Sabemos que 7' C T(f), ya que T (f) es la mayor topologia en Y que hace que
f sea continua.

D) Sea U € T(f). Por definicién de T(f), tenemos que f~*(U) € T.

Como f es abierta, tenemos que f(f~'(U)) € T'. Como f es sobreyectiva,
tenemos que f(f~H(U)) = U, por lo que U € T".

]

No obstante, una identificaciéon no tiene que ser necesariamente abierta ni cerra-
da. Por ejemplo, sea la siguiente aplicacién:

b= X[o ] : ([07 1]77;[0,1]) - ({Ov 1}?7-(19))

1

3
Es evidentemente una identificaciéon, pero anteriormente hemos visto que no es ni
abierta ni cerrada.
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Ejemplo. Algunos ejemplos de identificaciones son:

1. La identidad Id : (X,7T) — (X, T) es una identificacién, ya que es continua,
biyectiva y abierta (por ejemplo).

2. Las proyecciones definidas en el espacio producto son identificaciones:

x: (X xY,TxT) — (X,T)
(z,y) — @

my . (XxY,TxT) — Y,T)
(z,y) —

Estas son continuas, sobreyectivas y, como vimos, abiertas (Proposicién 2.15).
Por tanto, son identificaciones.

Definicién 2.14. Sea p : X — Y una aplicacién. Decimos que A C X es saturado
Si:
p~(p(4) = A
Cuando la aplicacién p no se entienda directamente, se podra decir que A es
p—saturado.

Proposicién 2.26. Sea p: (X, T) — (Y,T") una aplicacion, y sea A C X. Enton-
ces:
A es saturado <= 3B C Y tal que A = p~'(B)

Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:
=) Sea A saturado. Tomando B = p(A), tenemos p~'(B) = p~(p(A)) = A.
<) Sea A=p!(B), con BCY. Veamos que A =p~'(B) =p (p(p~!(B))):

C) Tenemos que p(p~*(B)) C B, por lo que p~!(p(p~*(B))) C p~*(B).

D) Sea z € p~!(B). Entonces, p(x) € B. Por tanto, p(z) € p(p~(B)), por lo

que z € p~(p(p~(B))).
0

Ejemplo. Veamos algunos conjuntos saturados:

1. Sea la siguiente aplicacién:

p: R — St
r +—— (cos(2mx),sen(2mx))

a) Para A = [O, %} Tenemos que:

Por tanto, A no es saturado.
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b) Para Z, tenemos que p(Z) = {(;, by ot (e(2) = pH({(1,0)}) = Z.

Entonces, tenemos que p~!(p(Z)) = Z, por lo que es saturado.

¢) Dados a,b € R, tenemos que A = J]a + z,b + z[ es saturado.
2€7L

Proposicién 2.27. Seap: (X, T) — Y una aplicacion sobreyectiva. Entonces:

T(p)={p(U) | U €T, U es saturado}
Crp) = {p(C) | C € Cr, C es saturado}

Demostracion. Demostramos la primera igualdad, ya que la segunda se deduce de
forma directa:

C) Sea U’ € T(p). Por definicién de topologfa final, tenemos que p~'(U’) € T. Sea
U=p *(U') € T. Tenemos que:
- ()
p(U) =plp~ (V) = U’

donde en (x) se ha usado que p es sobreyectiva. Veamos ahora que U es satu-
rado:

pH(pU)=p (U)=U

Por tanto, U es saturado.

D) Sea U € T y saturado. Entonces, por ser saturado, tenemos U = p~(p(U)) € T.
Por tanto, p(U) € T (p).

[]

Corolario 2.27.1. Sea p: (X,T) = (Y,T") una aplicacion sobreyectiva. Entonces,
son equivalentes:

1. p es identificacion.
2. T ={pU) | U €T,U es saturado.}
3. Cr=A{p(C) | C € Cr,C es saturado.}

Proposicién 2.28. Seanp: (X, T)— Y, T") yp' : Y, T") = (Z,T") dos identifi-
caciones. Entonces, p' o p es una identificacion.

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama:
(X, T) == (W T) = (2.7T")
O

Notemos que, en la proposicién anterior, la implicacion solo va en un sentido. La
siguiente proposicién es algo mas débil que la anterior, pero nos aporta informacién
en el sentido opuesto.

Proposicién 2.29. Sean p: (X, 7) —» Y, T) yp' : Y, T) = (Z,T") dos aplica-
ciones continuas. Si p' o p es una identificacion, entonces p' es una identificacion.
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Demostracion. Por ser p’ o p una identificacion, tenemos que p’ o p es sobreyectiva y
T'=T(W op)

En primer lugar, es directo ver que p’ es sobreyectiva, ya que por ser p’ o p
sobreyectiva, entonces p’ es sobreyectiva. Probemos ahora que 7”7 = T (p').

C) Por definicién de T (p'), como p' es continua para 7" tenemos que 7" C T (p').
D) Sea U” € T(p'). Por definicién, tenemos que (p')~1(U") € T.
Como p es continua, tenemos que p~((p/) "1 (U")) = (p' op) 1 (U") € T.
Por tanto, por definicién de la topologia final, tenemos que U” € T (p'op) = T".
]

Proposicién 2.30. Sea p : (X,T) — (Y, T') una identificacion, y consideramos
p (Y, T') = (Z,T") una aplicacion. Entonces:

P es identificacion <= p’ o p es identificacion.
Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

—) Como la composicién de identificaciones es una identificacién, se tiene de forma
directa.

<) Como toda identificacién es continua, tenemos que p es continua. Si proba-
mos que p’ es continua, por la proposicién anterior se tiene de forma directa.
Probamos por tanto que p’ es continua.

Como p es una identificacién, sabemos que p’ es continua si y solo si p’ o p es
continua, que lo es por ser identificacion.

Por tanto, p’ es continua, como queriamos probar, por lo que p’ es una identi-
ficacién.

]

Proposicién 2.31. Seap: (X, T) — (Y, T') una aplicacion inyectiva. Entonces, p
es identificacion si y solo si p es un homeomorfismo.

p identificacion <= p homeomorfismo
Demostracion. Demostramos mediante doble implicacion:

<) Como p es un homeomorfismo, por el Corolario 2.8.1, p es continua biyectiva
y abierta (o cerrada). Por la proposicién 2.25, p es una identificacién.

=) Como p es una identificacién, es sobreyectiva y continua. Ademads, como p es
inyectiva, tenemos que p es biyectiva y continua. Veamos que p es abierta:

Tenemos que 7' =T (p) = {p(U) | U € T, U saturado}. Como p es biyectiva,
tenemos que todos los subconjuntos de X son saturados, por lo que se tiene

que T'=T(p)={plU) |U € T}

Por tanto, p es abierta, por lo que tenemos que p es un homeomorfismo.
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2.5.3. Espacios Cocientes

Notacién. Dado un conjunto X y una relaciéon de equivalencia R, denotamos por
X /R al conjunto cociente® (conjunto de las clases de equivalencia) y llamamos p a
su proyeccion usual; es decir,

X/R
[2]

p: X —

r
Notemos que, claramente, p es sobreyectiva.
Definicién 2.15 (Topologia cociente). Si (X, 7)) es un espacio topolégico y R una
relacion de equivalencia, entonces en X/R consideramos la topologia final para su
proyeccién usual. Esta topologia final 7 (p) se denota por T /R, y se denomina

topologia cociente.
Al espacio topolégico (X/R,T/R) se denomina espacio topolégico cociente.

Algunas propiedades de la topologia cociente son:
L p:(X,T) = (X/R, T/R) es una identificacion.

2. Una aplicacién f: (X/R,T/R) — (Y,T’) es continua si y solo si la aplicacion
fop:(X,T)— (Y,T') es continua.

(X,T) —2— (X/R,T/R) —— (v, T

3. Un conjunto A C X es saturado si y solo si para cualquier z € X, a € A tal
que xRa, entonces x € A.

=) Seax € X, a € A, tal que [z] = [a]. Entonces, p(z) = p(a). Como a € A,
entonces p(a) = p(z) € p(A), por lo que z € p~'(p(A)). No obstante,
como A es saturado, tenemos que x € A.

<) Demostramos por doble inclusién que A = p~t(p(A)):

C) Se tiene de forma directa para cualquier aplicacién.

D) Sea x € p~(p(A)). Entonces, p(z) € p(A). Entonces, Ja € A tal que
p(z) = p(A), por lo que zRa. Entonces, por hipdtesis = € A.

4. Los abiertos y los cerrados de la topologia cociente son:

T/R={pU)|U € T,U es saturado}
Crir = {p(C) | C € C7,C es saturado}

Consideramos ahora dos conjuntos X, Y, una relacién de equivalencia R en X
y [+ X — Y una aplicacién. Si ocurre que xRz’ = f(x) = f(2'), entonces f se
puede inducir al cociente®. Es decir, existe:

f: X)R — Y
[z] — f(z)

3Conjunto formado por las clases de equivalencia de R. Estudiado en Algebra L
4En Algebra I se demostré que esta aplicacién efectivamente estaba bien definida.
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tal que fo p = f. El diagrama de las composiciones es:

(X, T) —L— (v, 7)

| 5

(X/R, T/R)

Algunas propiedades de la aplicacién inducida al cociente consecuencia de que p
sea identificacion son:

1. f continua <= [ es continua.

2. f es identificacion <= f es identificacion.

Dada una aplicacién entre dos conjuntos f : X — Y, se puede definir una relacién
de equivalencia en X de la siguiente forma:

TR PLIN f(z) = f(2)

Teorema 2.32. Una aplicacion f : (X, T) — (Y,T’) es una identificacion si y
solo si la aplicacion inducida por Ry es un homeomorfismo. Es decir, si y solo la
siguiente aplicacion es un homeomorfismo:

fi(X/Ry, T/Rg) = (Y. T)

Demostracion. Tenemos que f es una identificacién si y solo si f es una identifica-
cién; y como f es inyectiva®, entonces esto es equivalente a que f sea un homeomor-
fismo. O]

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de aplicacién teorema anterior.
1. Consideramos (R, 7,) y la relacién de equivalencia 2Ry <= = — y € Z.
Veamos que (R/R, T,/R) es homeomorfo a (S!, Tys1).
Consideramos la siguiente aplicacién:
f: R — St
r +—— (cos2mx,sen2mx)
Veamos en primer lugar que R = Ry.
Dados z, 2’ € R, tenemos que:
tRsx’ <= f(x) = f(z) <= (cos2mx,sen2nx) = (cos 2ma’, sen 2ma’) <=
< 2z =272’ + 21k, k€7 <
e ax=2+k kecZ<+= 2R

Veamos ahora que f es una identificacién. Claramente, f es sobreyectiva. Ya
que f es continua por serlo cada una de las componentes, si probamos que f
es abierta tendriamos lo buscado.

Sea B = {]a,b] C R|a < b} una base de (R, 7,).

5En Algebra I, se vio que si la implicacién no es solo hacia la derecha, sino que es en ambos
sentidos (xR’ <= f(x) = f(2')), entonces f es inyectiva.
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a) Sib—a > 1, entonces f(Ja,b]) =S', que es abierto.
b) Sib—a<1,

Por tanto, f es continua, por lo que es una identificacién y; por tanto, f es un
homeomorfismo.

Vamos a ver un lema técnico que nos ayudara a saber, en algunos casos, que una
aplicacion es cerrada. Lo generalizaremos en el tercer tema, en el Teorema 3.25.

Lema 2.33. Sea A C R"™ cerrado y acotado; y f : A — R™ una aplicacion continua.
Entonces, f es cerrada (con las topologias usuales).

Demostracion. Sea C € Cr, ,, y veamos que f(C) es un cerrado. Para ello, proba-

remos que f(C) = f(C).

D) Es claro que f(C) C f(C).

C) Seay € f(C). Entonces, Vn € N se tiene que B (y, 2) N f(C) # 0. Consideramos
entonces y, € B (y, ) N f(C) para todo n € N. Como y,, € f(C), 3z, € C tal
que f(z,) = yYn. Como {z,} es una sucesién de puntos de C, que es cerrado y
acotado, entonces existe una sucesion parcial {xg(n)} — x9 € C.

Como f es continua, tenemos que {f(zom))} — f(20) € f(C). No obstante,
{f(@om))} = {Yom)} — v. Por la unicidad del limite, tenemos y = f(zo) €
F(C).

O
Haciendo uso de este lema, podemos ver mas ejemplos de homeomorfismos:
Ejemplo. Algunos ejemplos de homeomorfismos son:

1. Buscamos una relacién de equivalencia R tal que ([0, 1]/R, Typ,1/R) sea ho-
meomorfo a (S!, Tyg1).

Figura 2.3: Identificamos los extremos del segmento con el mismo punto de la
circunferencia, “enrrollando” entonces el segmento.

Sea entonces la relacién de equivalencia la siguiente:
rT=1y
TRy <— \Y
{l‘7 y} = {07 1}
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Consideramos la siguiente aplicacién:

f: 0,1 — S
r +— (cos2mx,sen2mx)

Veamos en primer lugar que R = Ry. Dados z,y € [0, 1], tenemos que:

tRy <= f(x) = f(y) <= (cos2mz,sen2mwx) = (cos 2my, sen 2mwy) <=
<~ 2nx =2y + 2wk, k €7 <—

= ar=y+k, k€l<=|v—y| =k, kGNU{O}<(i—)>ny

donde en (%) hemos aplicado que z,y € [0, 1].

Veamos ahora que f es una identificacién. Claramente, f es sobreyectiva.
Ademas, f es continua; y por el lema anterior sabemos que f es cerrada.
Por tanto, f es una identificacion.

2. Consideramos la Cinta de Moebius o Mobius, representada en la figura 2.4.

Figura 2.4: Cinta de Moebius.

La definimos como un espacio cociente. Sea el conjunto [0, 1] x[0, 1], y definimos
la relacién de equivalencia R, vista graficamente en la figura 2.5:

(21, 72) = (Y1,92)
(21, 12)R(y1,42) <= \Y,

{z,y} ={0, 1} Aazg+y2 =1

o—0—0—0—0—0—0—0—6
000000 0 ¢
o—0—0—0—0—0—0—0—0
—0—0—0—0—0 0 0 ¢

Figura 2.5: Identificamos cada punto del lado izquierdo con el opuesto del lado
derecho.
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La cinta de Moebius se define entonces como el siguiente espacio cociente:
([07 1] x [0, 1]/7?’77;[0,1])([0,1}/7?’)
3. Consideramos el toro, representado el la figura 2.6.

z

Figura 2.6: Toro

Veamos cuél es su ecuacién. Para ello, fijado un punto (z,y,z) € R?® que
pertenezca al toro, realizamos un corte al toro por el plano que pasa por dicho
punto y es perpendicular al plano de ecuacion z = 0. Es decir, por el plano
7 (x,y,2) + L£{(0,0,1), (z,y,2)}, y tenemos lo siguiente:

z

Plano xy

El punto (z,y,2) € R3 estard en el toro de rotacién de la circunferencia de
radio 7 = 1 a una distancia R = 2 del eje de rotacién z si y solo si cumple el
Teorema de Pitagoras del triangulo inscrito. Es decir:

2
(\/a:2+y2—2> +22=1

L 4
(b) Paso 2. Cortamos o
por la circunferencia (c) Paso 3. Cortamos
roja y obtenemos un por la recta azul y
(a) Paso 1. Toro. cilindro. obtenemos un
rectangulo.

Figura 2.7: Identificaciones usadas en R.
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Vamos a ver que el toro es homeomorfo a un cociente. Consideramos el cua-
drado [0, 1] x [0, 1] C R? y la siguiente relacién de equivalencia, descrita grafi-
camente en la Figura 2.7:

(z1,22) = (y1,92)
V
{z1,11} ={0,1} Ao =y
(21, 22)R(y1, yo) == v
{z9,y2} = {0, 1} Ay = 23
V
\ {xbyl} = {07 1} A {332792} = {07 1}

Queremos probar que ([0,1] x [0,1]/R, T/R) es homeomorfo al toro de R?® de
rotacién con su topologia usual.

Buscamos entonces una parametrizacién del toro. Si (z,y, z) estéan en el toro,

2
entonces <\/ac2 +y? - 2) + 22 = 1. Por tanto,
{ vVt +y? —2=cosb

z =senb

Anédlogamente, como /22 + y? — 2 = cosf, entonces 2% + y> = (2 + cos ).
Por tanto,

r = (24 cosf)cosy
y = (24 cosf)sengp

Es decir, cada punto del toro se puede parametrizar como:

x = (2+cosb)cosp
y = (2+ cosf)senp 6,0 € [0,27]
z =sent

2
Por tanto, siendo Toro = {(x,y, z) € R? | (\/x2 +y? — 2) + 22 = 1}; defi-

nimos:
— (Toro, Ty)

(x,y) > ((2+ cos(2mx)) cos(2my), (2 + cos(2mx)) sen(27y), sen(2wx))
Veamos en primer lugar que R = Ry. Dados (x1,y1), (22,92) € [0, 1] x [0, 1],
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tenemos que:

(21, Y1) Ry (22, y2) = [((x1,11)) = f((22,2)) =

(2 4 cos(2mxy)) cos(2my;) = (24 cos(2mxs)) cos(2mys) o

<= ¢ (2+cos(2mxy))sen(2my;) = (2 + cos(2mxs))sen(2mwy,) p <
sen(2mry) = sen(27mwy)
sen(27wy) = sen(2may) 2wy = 2wy + 2k
cos(2mxy) = cos(2mxy)
PN A ki,ko € 7 <—

=1 coszm) — cosl2m) s = o 1

sen(2my,) = sen(27mys) e 1

r1 — X2 € Z
— AN <~ (ZEl,y1)R(fE27y2)

Y1 — Y2 €L

donde en (x) he elevado la primera y segunda ecuacién al cuadrado, y luego
las he sumado obteniendo:

{ (2 + cos(2mx))? cos?(2my; ) (2 + cos(2mx3))? cos? (2mys) }

(2 + cos(2mzy))? sen?(27my;) = (2 + cos(2mxs))? se (27Ty2)

2(2 + cos(2mry))?[cos? (2myy ) + sen?(2my;] = 2(2 + cos(2mxs))?[cos? (2mys) + sen?(27ys )]
(2 + cos(2mzy))? (2 + cos(2mwy))?

cos(2mzy) = cos(2mxs)

Veamos ahora que f es una identificacién. Claramente, f es sobreyectiva.
Ademéds, f es continua (porque cada coordenada lo es); y por el lema anterior
sabemos que f es cerrada. Por tanto, f es una identificacion.

Por tanto, f induce un homeomorfismo f : ([0,1] x [0,1]/R, Ta/R) — (Toro, Ty,).
4. Observemos que el toro también es homeomorfo a (S' x S', Tits1 q1)-

Por el primer ejemplo visto en este apartado, ([0,1]/R, Tup1/R) = (S, Tust).
Entonces:
([0,1] x [0,1]/R, Tu/R) = (S* x S, Tls1 a1)

Como el Toro es homeomorfo a ([0,1] x [0,1]/R,T,/R), entonces por transi-
tividad es homeomorfo a (S' x S', Titgiq1)-

5. El espacio proyectivo (real).

Tomamos X = R™\ {6}}, y consideramos la relacion de equivalencia:
TRy <= INeER" |y= Az

Al espacio cociente X/R se le llama espacio proyectivo real, y lo denominare-
mos RP™"~!. Notemos que nosotros consideraremos sobre el espacio proyectivo
siempre la topologia usual.

También podemos considerar sobre S C R"*! la relacién de equivalencia:

TRy <= = =ty
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Veamos que (]R”Jrl \ {6)} /R, 7;/73) es homeomorfo a (S*/R, T,/R). Sea la
siguiente aplicacion:

P (ThE) - e
) W

Tenemos entonces el siguiente diagrama de composiciones:

et (T} o

l\l

R”“\ /R — S"/R

. : ~ — =
Veamos que F se induce en los cocientes a F : R""! — { 0 } /R — S"/R.
Para ello, vemos en primer lugar que F est4 bien definida. Es decir, si xRy,

entonces (po F)(x) = (po F)(y).

A
TRy=x=My, N\#0= F(z) = F()\y):>i— b4 ¥

B ETE ]l
= F(z) = £F(y) = F(2)RF(y) = (po F)(x) = (po F)(y)

Por tantokﬁ estd bien definida. Veamos que F es un homeomorfismo. Tene-
mos que F' es continua si y solo si lo es F' o p es continua, ya que p es una
identificacion. No obstante, F'op = po F', que es composicién de dos continuas,
por lo que F' es continua.

Busquemos ahora su inversa. Sea la siguiente aplicacién:

i=G: S — Rnﬂ\{ﬁ}
r —— X

Veamos que G se induce a G : S"/R — R\ {6)} /R.

Rn—i—l \

l\i

s /R % Rn+1\{ } /R

Tenemos que ver que G estd bien definida; es decir, si z,y € S" | 2Ry, entonces

p(G(z)) = p(G(y)).
TRy = x =ty = G(z) = G(+y) = = = £y = 2Ry — p(G(x)) = p(G(y))
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Ademas, Tenemos que G es continua si y solo si lo es G op es continua, ya que
P es una identificacién. No obstante, Gop = po (G, que es composiciéon de dos
continuas, por lo que G es continua.

Falta probar que F' = G~!. Dado z € R™™\ {ﬁ}, tenemos que:

G(F(p())) = GEF@) = G (23 (Hi—n)) _ (G (W)) i <H> — p()

Por lo que G o f = Id. Dado z € S", por lo que ||z|| = 1:

Por lo que ﬁOé:Id, y por tanto G=F"!

Entonces, tenemos que f es un homeomorfismo.
Introducimos ahora el concepto de cocientes por un subconjunto:

Definicién 2.16 (Cocientes por un subconjunto). Dado un espacio topoldgico (X, T)
y A C X subconjuntos cualquiera, se considera la relacion de equivalencia:

rT=1y
TRy <= \%
r,y€e A

Se define el espacio cociente por el subconjunto A como el espacio cociente
(X/R,T/R) para la relacién de equivalencia R anterior. Se denota normalmen-
te como:

(X/A, T/A)

Ejemplo. Consideremos (X, 7T) = ([—1, 1], T), y como subconjunto A = {—1,0,1}.
Veamos que ([—1,1]/A, T,/A) es homeomorfo a dos circunferencias tangentes en un
punto:
(x =1 +y* =1
C =< (z,y) € R? Y
(z+1)+y*=1
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Definimos la aplicacién:

f: -1 — C
. (1 —cos(2mz),sen(2rx)) si 0<zx <1
o (=1 + cos(2mx),sen(27z)) si —1 <z <0

Por el cardcter local de la continuidad, f es continua en [—1,1]\ {0}. Ademds,
mediante limites se comprueba que f es continua en el origen. Ademds, es biyec-
tiva y; como [—1,1] es cerrado y acotado, es cerrada; por lo que se trata de un
homeomorfismo.

2.6. Relacién de Ejercicios

Para ver ejercicios relacionados con el Tema 2, consultar la seccion 4.2.
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3. Conexion y Compacidad

3.1. Conexion

Definicién 3.1 (Conexién). Decimos que un espacio topolégico (X, 7) es conexo
si no existen dos abiertos disjuntos Uy, Uy € T, Uy NU, = 0, tales que X = U; U Us;
salvo el vacio y el total.

En el caso de que un conjunto no sea conexo, diremos que es disconexo.

Un conjunto A C X es conexo si (A, Ta) es conexo. Es decir, cuando se habla de
un subconjunto, implicitamente nos referimos a la topologia inducida.

Proposicién 3.1 (Caracterizacién de la Conexién). Sea (X, T) un espacio topoldgi-
co. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (X, T) es conexo.

2. No existen dos cerrados disjuntos C1,Cy € Cr, C1NCy = 0, tales que se tiene
X = C1 Uy, salvo el vacio y el total.

3. Si AC X es un conjunto abierto y cerrado, entonces A =0 o bien A= X.

4. Toda aplicacion continua f: (X, T) — ({0,1}, Taisc) es constante.
Demostracion.

1) = 2) Demostramos el contrarreciproco. Supongamos que existen dos cerrados
disjuntos C1,Cy C Cr, C1NCy = 0, tales que X = C;UCy; con O, Cy # 0, X.
Entonces, sean U; = X \ Cy, Uy = X \ Cy. Tenemos que Uy, Uy € T, ya que
C1,Cs € Cr. Ademas, estos abiertos son disjuntos, ya que:

Ademds, como C,Cy # 0, X, entonces Uy, Uy # X, .

Por tanto, (X, 7T) es disconexo, por lo que queda demostrado el contrarrecipro-
co.

2) = 3) Sea A un conjunto abierto y cerrado, y consideramos C; = A, Cy = X\ A.
Tenemos que C1,Cy € Cr, y C; N Cy = ). Ademés, X = C, U Cs. Por tanto,
como (X, T) es conexo, C; =A=0o0C; =A=X.

3) = 1) Demostramos el contrarreciproco. Supongamos que existen dos abiertos
disjuntos Uy, Us C T, Uy N Uy = 0, tales que X = Uy U Usy; con Uy, Uy # 0, X.
Entonces, como X = U; UU, y Uy N U, = (), tenemos que Us = X \ Uy, por lo
que es cerrado. Por tanto, Uy # ), X es abierto y cerrado a la vez, por lo que
queda demostrado el contrarreciproco.
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1) = 4) Demostramos el contrarreciproco. Si existe f : (X, 7T) — ({0,1}, Taisc)
continua y no constante, entonces definimos los siguientes conjuntos:

U=f1'{o)eT U=f'{1H)eT

Tenemos que Uy, Us ¢ {0, X} ya que no es constante; y se tiene que U1NUy = 0,
Uy UU; = X. Por tanto, (X, T) es disconexo, por lo que queda demostrado el
contrarreciproco.

4) = 1) Demostramos el contrarreciproco. Como X no es conexo, existen dos
abiertos Uy, Uy € T, con Uy, Uy ¢ {0, X} tal que Uy NU, =0, Uy UU, = X.

Entonces, definimos f de la siguiente forma:

Flz) = 0 si xel;
|1 si 2¢U<—=zelUy<—zeX\U

Tenemos que f no es constante, ya que ninguno de los conjuntos es el vacio.
Ademas, f es continua, ya que:

o=0 o) =x  f{oh =0 {1} =0,

Por tanto, f es continua, ya que la imagen inversa de todo abierto es un abierto;
pero no es constante, por lo que queda demostrado el contrarreciproco.

O
Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de conjuntos conexos:

1. (X, T;) es conexo, ya que los tinicos abiertos son el vacio y el total.

2. Sea X un conjunto tal que | X| > 1. Entonces, (X, 7sc) 0o es conexo, ya que
fijado z¢y € X, entonces:

X = (X \{z0}) U{xo}
3. (X, Tcr). Si X es finito, tenemos la topologia discreta, por lo que no es conexo.

Si X es infinito, si es conexo. Veamoslo:

Sea C € Tep N Cr,, vy supongamos que no es ni el vacio ni el total. Entonces,
por ser cerrado es finito, y su complementario es también finito por ser abierto.
Entonces, X = C'U (X \ C) es finito, por lo que llegamos a una contradiccién.
Por tanto, es conexo.

4. Sea la hipérbola H = {(z,y) € R? | xy = 1}.
Tenemos que H no es conexo. Para verlo, sea H™ el siguiente conjunto:

HY ={(z,y) eR" 2y =1, x>0}

Tenemos que:

H* = Hn (R" xRY) € Toy
H*=HnN RS xRY) € Cr,

Por tanto, H" es un abierto y cerrado. Como H" # (), H, entonces H no es
conexo.
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Proposicién 3.2. Los conjuntos conexos de (R, 7T,) son exactamente los intervalos.
FEs decir, dado A C R, tenemos que:

A es conero <= A es un intervalo

Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

—) Sea A conexo, y supongamos que no es un intervalo. Entonces, existen a,b €
A,z € X\ A, tales que a < z < b. Entonces, consideramos los siguientes
conjuntos:

Uy = AN| — oo, ]
Uy = ANz, 00|

Tenemos que Uy, Us € T, 4, ya que son intersecciones de abiertos de 7, con A.
Ademéds, Uy NU; = 0. Ademés, U UUy; = A\ {z} = A.

Como a € Uy, b ¢ Uy, entonces Uy # 0, A. Andlogamente, se demuestra que
Uy # 0, A. Por tanto, A es disconexo, llegando a una contradiccién, por lo que
A es un intervalo.

<=) Supongamos que A C R es un intervalo, y sea f : (A,7T4) — ({0,1}, Taisc)
continua. Tenemos que demostrar que f es constante.

Por el Teorema del Valor Intermedio visto en Calculo I, tenemos que que
f(A) es un intervalo. Pero como f(A) C {0, 1}, entonces f(A) = {0} o bien
f(A) = {1}, por lo que f es constante.

O

Teorema 3.3. La imagen mediante una aplicacion continua de un conexro es un
conero.

Es decir, si f : (X, T) = (Y,T") es continua y (X, T) es conexo, entonces f(X)
es conezo.

Demostracion. Veamos el contrarreciproco. Si f(X) no fuese conexo, entonces por
la caracterizacion de los conjuntos conexos, 3¢ : f(X) — ({0, 1}, Tasc) continua y
no constante. Por tanto,

gof (X,T)— ({0,1}, Taisc)

es continua (por ser composicién de continuas) y no constante (ya que g no lo es),
por lo que (X, 7)) no es conexo, llegando a una contradiccion. O]

Como consecuencia inmediata, tenemos que si f es un homeomorfismo, se trata
de una doble implicacién, ya que se puede considerar f~!, también continua.

Corolario 3.3.1. La conexion es una propiedad topoldgica.
Es decir, si f : (X,T) — (Y,T') es un homeomorfismo, entonces f(X) =Y es
conexo si y solo st X es conexo.

Para el caso de los espacios cocientes, tenemos el siguiente corolario:
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Proposicién 3.4. Sea (X,T) un espacio topolégico, y sea R una relacion de equi-
valencia en X. Consideramos X/R el espacio cociente con la topologia cociente.
Entonces:

X conexo = X/R conexo.

Demostracion. Consideramos p : (X, 7T ) — (X/R,T/R) la proyeccién candnica en
el cociente. Entonces, por el teorema anterior, como p es continua, p(X) es conexo.
Pero como p(X) = X/R por ser p sobreyectiva, entonces X/R es conexo. O

Ejemplo. Veamos algunos resultados sobre el teorema anterior:

1. (S, Tust) es conexo.

Sabemos que R es conexo, por ser un intervalo. Nos definimos la siguiente
aplicacion:
f . (R, 7:,4) — (Sl, 7:1481)

x +—— (cosz,senx)

Tenemos que f es continua y sobreyectiva, por lo que f(R) = S' es conexo.

2. [a,b], [a,b], ]a,b], ]a,b] con a < b no son homeomorfos.

Supongamos que si, lo son, por lo que existe el siguiente homeomorfismo:

h:la,b] — [a,b]

Como h es inyectiva, h(a) o bien h(b) no son a. Suponemos sin pérdida de
generalidad que h(b) # a. Entonces:

h‘[a’b[ : [a, b]— [a, b[\{h(D)}

es un homeomorfismo (luego continua). Pero [a, b] es conexo y [a, b[\{h(b)} no
lo es (no es un intervalo), por lo que llegamos a una contradiccion.

Para el resto de casos, se demuestra de forma analoga.

3. (R,7,) no es homeomorfo a (S, Tys1).

Supongamos que s existe h : R — S! homeomorfismo. Entonces, consideramos
la siguiente restriccion:

Margey BV O) = 81 (4(0))

que también es un homeomorfismo. Como S'\ {h(0)} es homeomorfo a R, que
es conexo, tenemos que S\ {h(0)} es conexo. No obstante, R\ {0} no lo es,
por lo que llegamos a una contradiccion.

Corolario 3.4.1. Sea un intervalo abierto la,b[C R, y sea A C R. Entonces, Si A
es homeomorfo a la,b| , entonces A es un intervalo abierto.
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Demostracion. Si A es homeomorfo a ]a, b], entonces A debe ser conexo y asi A es
un intervalo. Entonces, A es uno de los siguientes tipos:

le,d] —oo<e<d< o
[e,d] —oo<ec<d< o
le,d] —oo<ec<d< oo
[e,d] —oco<c<d<o

Por el apartado 2 del resultado anterior, tenemos que A no es homeomorfo a los
intervalos cerrados por uno o ambos extremos, por lo que:

A=le,d] —oo<ce<d<

Como consecuencia de lo visto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.5 (Invarianza del Dominio). Sean A, B C R. Si A, B son homeomorfos
con la topologia usual y A es abierto, entonces B es abierto.

Demostracion. Sea h : A — B un homeomorfismo entre ambos. Si A € 7, como los
intervalos son una base de la topologia usual, entonces:

A= U ]Cl‘,di[ con ¢; < di, Ci,di eR
iel
Entonces, la siguiente restriccién es otro homomorfismo:

h Jei, dil— h(]cs, dif)

lei,di|

Por consecuencia del corolario anterior, h(]c;, d;[) es un intervalo abierto de R,

por lo que:
B =h(A)=h (U ]Ci;di[> = Uh(]cudi[) SM

]

Teorema 3.6 (del Valor Intermedio). Sea f : (X,7T) — (R, T.) una aplicacion
continua con (X,T) conexo. Si existen xg,x1 € X tales que f(xg) =a < b= f(x1),
entonces para todo ¢ €la,b|, existe x € X | f(z) = c.

Demostracion. Supongamos que no existe x € X tal que f(x) = c¢. Entonces, f(X)
no es un intervalo, ya que a < ¢ < b, con a,b € f(X) pero ¢ ¢ f(X). Por tanto,
f(X) no es conexo, llegando a una contradiccién. O

Teorema 3.7 (Borsuk-Ulam). Sea f : (S™, Tugn) — (R, 7o) una aplicacion continua.
Entonces, existe p € S" tal que f(p) = f(—p).

Demostracion. Definimos la siguiente aplicacion, que es continua por ser diferencia

de continuas:
g: S" — R
v — f(z)— f(-2)
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El teorema quedarfa demostrado si encontramos p € S™ tal que g(p) = 0.
Sea g € S™. Si g(q) = 0, ¢ es el valor buscado. En caso contrario, supongamos
sin pérdida de generalidad que g(q) > 0. Entonces, —q € S" y

9(=q) = f(=q) — f(q) = —g(q) <0

Por tanto, por el teorema del valor intermedio, como ¢ es continua y S es conexo
(se demuestra mas adelante, en el apartado 2 del ejemplo de la pagina 99), Ip € S"

tal que g(p) = 0, es decir, f(p) = f(—p). O

Actualmente, demostrar si un conjunto es conexo o no es una tarea complicada,
ya que estd definido de forna negativa (no eristen...). Probar la no existencia suele
ser complicado, por lo que proporcionamos una serie de criterios que nos permiten
demostrar la conexion de un conjunto de forma mas sencilla. Este es el primer
criterio, que trata la unién de conjuntos conexos:

Proposicién 3.8. Sea (X,T) un espacio topoldgico, y {A;}ier una familia de con-
guntos conexos con A; C X para todo i € I.

1. Si (N Ai # 0, entonces |J A; es conezo.

icl icl

Figura 3.1: Unién de conjuntos conexos con intersecciéon no vacia.

2. Si existe i, € I tal que A; N Ay, # 0 Vi € I, entonces | J A; es conexo.
iel

Figura 3.2: Unién de conjuntos conexos donde todos se intersecan con uno fijo.

3. Si la familia A; fuese numerable; es decir, podemos escribirla como {A;, }nen

(o cantidad finita) y se cumple que A;, NA;, ., # 0, entonces |J A; = U A,

el neN
eSS COnexo.

Figura 3.3: Unién de conjuntos conexos donde cada uno se interseca con el siguiente.
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Demostracion. Demostramos cada una por separado:

1. Sea f: J A — ({0,1}, Taisc) continua. Tenemos que demostrar que es cons-
i€l
tante. Como cada A; es conexo, entonces:

f‘Ai : Al — ({O, 1},7211'“)

es constante. Ademds, existe xy € [ 4;, por lo que f(x) = f(xg) Vo € A;.
el
Uniendo ambos resultados, tenemos que f(z) = f(xzo) Vo € |J A;, por lo que
el
f es constante.

2. Sea f: |JA; — ({0,1}, Taise) continua. Tenemos que demostrar que es cons-
i€l
tante. Como cada A; es conexo, entonces:

A= ({01}, oo

es constante. En particular, f|;  es constante. Sea x;, € A;,.

0

A;

Para cada i € I, 3z, € A; N A;,, por lo que f(z;) = f(x;,). Por tanto, uniendo

ambos resultados, tenemos que f(z) = f(z;,) Vo € | A4;, por lo que f es
iel

constante.

3. Definimos Y,, = |J A,,. Demostremos que Y,, es conexo para todo n € N:

keN
k<n

= n = 1. Es trivial, ya que Y; = A;,, que es conexo.

= Supuesto cierto para n, demostramos para n + 1.

Tenemos que Y, ;11 =Y, UA ambos conexos. Ademas,

SRR

YnﬂAin+1 — U Alk ﬂAin—H — U (Alk mAin-H) D Ain ﬂAinH 7£®

keN keN
k<n k<n

Por tanto, por el apartado 1 de esta proposicién, Y,, 11 es conexo.

Como () # A;, C () Yn, entonces por el apartado 1 de esta proposicién,
neN

U Y. = U A, es conexo.

neN neN

[]

Teorema 3.9. Sea (X,7T) un espacio topoldgico, y A C X un conjunto conexo.
Entonces, para cualquier B C X tal que A C B C A se tiene que B es conexo.
En particular, la adherencia de un conexo también es conexo.
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Demostracion. Sea f : B — ({0,1}, Taisc) continua. Tenemos que demostrar que f
es constante. Consideramos la restriccién a A:

A= ({01} Tao

Tenemos que dicha restriccion es constante por ser A conexo. Estudiamos ahora en
B\ A.

Sea b € B\ A, y consideramos {f(b)} € Taise. Por ser f continua, también es
continua en b, por lo que IN € N, tal que f(N) C {f(b)}. Es decir, f es constante
en un entorno de b.

Como b€ B\ AC A\ A, entonces b € JA. Por tanto, 3z € AN N. Como f es
constante en N, f(z) = f(b). Ademds, como x € Ay f es constante en A, tenemos
que f(b) = f(z) para todo z € A.

Por tanto, Vb € B\ A, tenemos que f(b) es constante e igual a f(x) Vz € A.

Por tanto, f es constante en B, por lo que B es conexo. O

Este criterio, relativo a los productos de conexos, nos sera también de utilidad
al trabajar con la topologia producto:

Proposicién 3.10. Sean (X, T),(Y,T") dos espacios topoldgicos. Entonces, el pro-
ducto (X x Y, T x T") es conexo si y solo si (X, T),(Y,T') son conexos.

Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

=) Si X XY es conexo, como la proyeccion sobre X, my : X XY — X es continua
y sobreyectiva, entonces mx(X x Y) = X es conexo.

Analogamente, se demuestra que Y es conexo.

<) Veamos que X X Y es unién de conexos de forma que todos corten a uno fijo.

Para cada y € Y, consideramos los siguientes conjuntos:
X, =X x {y}, cony €Y

Tenemos que X, es homeomorfo a X para todo y € Y, por lo que es conexo.

Ademas, fijado xg € X, consideramos e siguiente conjunto homeomorfo a Y,
luego conexo:
Y;Eo = {.1'0} XY

yey yey
X, NYy, = {(zo,y)} # 0 es no vacia para todo y € Y.

Por tanto, tenemos que X x Y = |J X, = ( U Xy> UY,,, v la interseccion

Por tanto, X x Y es conexo.
O]

No obstante, incluso mostrar ejemplos de conjuntos conexos nos sigue resultando
complicado. De hecho, con lo visto, no es facil ver si R™ es conexo o no. Para ello,
introducimos los conceptos de conjunto estrellado y convexo.
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3.1.1. Conjuntos Estrellados y Convexidad

En esta seccion trataremos la Convexidad y los conjuntos estrellados. Aunque es
cierto que tan solo nos seran de ayuda en caso de espacios vectoriales reales, estos
conceptos nos son de ayuda para trabajar con subconjuntos de R”, espacio vectorial
real de gran importancia.

Definicién 3.2 (Conjunto estrellado). Sea V un espacio vectorial. Decimos que un
conjunto C' C V es estrellado desde xg € C si para todo x € C, se cumple que el
segmento que une x con Iy, [z, To|, estd en C. Es decir,

(1-the+tzoeC Vtel0,1],Vz el

Decimos que un conjunto C' C R"™ es estrellado si es estrellado desde algin
To € C.

Figura 3.4: Conjunto estrellado desde xy.

Definicién 3.3 (Conjunto convexo). Sea V un espacio vectorial. Decimos que un
conjunto C' C V' es convexo si es estrellado desde todos sus puntos. Es decir, para
todo z,y € C, el segmento que une x con y, [x,yl, estd en C'. Es decir,

(1-tr+tyeC vVt € [0,1],Vz,y € C

(a) Conjunto convexo. (b) Conjunto no convexo.

Como consecuencia inmediata de las definiciones, tenemos que todo conjunto
convexo es estrellado.

Observacion. Sea E un espacio vectorial, y C' C V un subconjunto suyo.

C es convexo = (' es estrellado.
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No obstante, no es cierto que todo conjunto estrellado sea convexo, como se
puede ver en la Figura 3.4.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de conjuntos estrellados y convexos:
1. R™ es evidentemente convexo.

2. La semirrecta con inicio en el origen que pasa por z, S, = {\x | A > 0}, es
CONVexo.

En efecto, dado zg € S,, entonces o = Ax, con A > 0. Entonces, para todo
t e [0,1]:

1I—thr+tro=1—-thz+ta=1—-t+t\Nz e S, = 1—t+tA>0
que, como t € [0, 1], se cumple.
Por tanto, S, es estrellado desde zy,. Como g es arbitrario, S, es convexo.

Proposicién 3.11. Sea V' un espacio vectorial normado, y C' C V' un subconjunto
suyo.

C es estrellado = C es conexo.

Demostracion. Cada segmento cerrado uniendo dos puntos x, xg € V' es un conjunto
conexo, ya que son la imagen de la siguiente aplicaciéon:

f:[0,1] — V
t — (1 =0z +txg

que es continua, (de hecho, es lipschitziana):
17 ()= FE) = (1 =t)z+tzo— (1=t )z —t'ol| = [|(t' —t)(x —20)|| = ||z —@ol|[t —¥|

Por el ejercicio 4.2.1, como f es lipschitziana, entonces es continua. Ademas, como
[0, 1] es conexo, entonces todos los segmentos dichos son conexos.
Entonces, como C' es estrellado, supongamos que lo es desde xy € C":

(%)
C=J{z} cJlzw) CC
zeC zeC
donde en (x) hemos usado que C' es estrellado. Por tanto, como zy € () [z, x¢], por
xeC

el primer apartado del resultado anterior tenemos que C' es conexo. O]

Corolario 3.11.1. Sea V' un espacio vectorial normado, y C' C V' un subconjunto
suyo.

C es convexro = C' es conezxo.

Demostracion. Como C' es convexo, entonces es estrellado, por lo que por la propo-
sicién anterior, C' es conexo. ]

Una vez visto este nuevo criterio, podemos introducir nuevos ejemplos de con-
juntos conexos:
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Ejemplo. Otros ejemplos de conjuntos conexos son:

1.

2.

R™ es conexo por ser estrellado.

La esfera S™ es conexo con la T gn.
Tenemos que:

§" = (" \{N}H U (S"\ {5})

Ambos conjuntos son conexos por ser homeomorfos a R", y su interseccion es
no vacia. Por tanto, S™ es conexo.

. R™\ {0} es conexo para n > 2.

Podemos ver R™ \ {0} como la unién de S"~! con todas las semirrectas S,
para cada x € S*~!. La esfera tenemos que es conexa, y las semirrectas S, son
estrellados, luego conexos.

Como cada S, N S"™! = {z} # 0, entonces ( U Sx> US*™ ! =R\ {0} es

reSn—1
conexo.

Sea (X,7) un espacio vectorial normado. Entonces, las bolas abiertas son
conjuntos conexos.

Demostramos en primer lugar que son convexos. Sea zo € X, r € R*. Enton-
ces, para todo z,y € B(z,7), tenemos que:

(1 =t)z +ty — ol = [|(1 = t)(x — 0) + t(y — o) <
(I =t)|z — x| + t|ly — o] < (L —=)r +tr =7

por tanto, son conjuntos convexos. Como X es un espacio vectorial normado,
son conexos.

Sea (X,7T) un espacio vectorial normado. Entonces, las bolas cerradas son
conjuntos conexos.

Ejemplos de conjuntos producto que son conexos son:

1.

3.

El cilindro S' x R = {(z,y,2) € R? | 22 + y*> = 1} es conexo por ser producto
de conexos.

. El toro es conexo por ser homeomorfo a (S' x S')/R, y este lo es por serlo

St x S, que es producto de conexos.

El espacio proyectivo es también conexo, por serlo R™ \ {0} con n > 2.

Notemos entonces que, auque estas propiedades no sean topoldgicas, sino alge-
braicas, nos permiten demostrar la conexién de conjuntos de forma sencilla. Por
ultimo, en el Teorema 3.8 se ha tratado la uniéon de conjuntos conexos, aunque en
ningiin momento se ha tratado la interseccién de conjuntos conexos. Esto es méas
complejo, pero tenemos el siguiente resultado que también nos sera de ayuda:

Proposicién 3.12. Sea V' un espacio vectorial, y sean A, B C V' dos subconjuntos
SUYOS.
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A, B converos = AN B convexo.

Demostracion. Sean x,y € AN B. Entonces, como A es convexo, [z,y] C A. Anélo-
gamente, [z,y] C B. Por tanto, [x,y] C AN B, por lo que AN B es convexo. O

3.1.2. Componentes Conexas

Definicién 3.4. Sea (X, 7T ) un espacio topologico, y consideramos xy € X. Llama-
mos componente conexa de x( al siguiente conjunto:

C(zo) = U{A C X |xg€ A, Aesconexo}

Proposicién 3.13. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y xo € X. Entonces, la com-
ponente conexa C(xg) de xy es el mayor conexo que contiene a xg.

Demostracion. Veamos en primer lugar que C(zg) es conexo. Tenemos que es la
union de conexos, y su interseccién es no vacia, ya que

xo € ﬂ{A C X |xg€ A, Aesconexo}

Por tanto, C'(xy) es conexo.
Ademas, sea C' un conexo que contiene a xy. Entonces, de forma directa se tiene
que C C C(xy). O

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de componentes conexas:
1. En R\ {0}, tenemos que C(1) = R™.
2. En Q, tenemos que C(1) = {1}.

Proposicidon 3.14. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces, se tiene las siguien-
tes propiedades:

1. Las componentes conexas de un espacio topolégico (X,7T) dan una particion
de X.

2. Un espacio topoldgico (X,T) es conexo si y solo si tiene una inica componente
conezxa.

3. Las componentes conexas de (X,T) son cerrados de (X, T).
Demostracion. Vemos cada propiedad por separado:

1. Tomamos dos puntos distintos x,y € X. Veamos que C(z) = C(y) o bien
C(x)NC(y) = 0.

Supongamos que C'(z) N C(y) # 0. Entonces, C(x) U C(y) es conexo, por ser
union de dos conexos con interseccién no vacia. Por tanto,

1€ C(z) C Clz) UCH) & C)

donde en (%) se ha aplicado que C'(z) es el mayor conexo que contiene a x. Por
tanto, C'(z) = C(x) U C(y). Andlogamente, se demuestra el mismo resultado

para C(y), es decir, C(y) = C(z) U C(y). Por tanto, C'(z) = C(y).
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Por tanto, vemos que dos componentes conexas son disjuntas o iguales. Si
demostramos que la unién de todas las componentes conexas es X, entonces
tenemos que las componentes conexas dan una particion de X. Es claro que:

X=Jfztc|JCw)cXx=X=|]C)

rzeX zeX zeX

Por tanto, las componentes conexas dan una particion de X.
2. Demostramos por doble implicacion:

—>) Supongamos que X es conexo. Entonces, dxy € X tal que X = C(xg).
Por tanto, como las componentes conexas dan una particién de X, C'(zo)
es la inica componente conexa de X.

<=) Supongamos que X tiene una unica componente conexa. Entonces, como
las componentes conexas dan una particién de X, X = C(zy) para algin
xo € X. Por tanto, como C(xy) es conexo, X también lo es.

3. Si C(z) es la componente conexa de x € X, sabemos que C(z) es un conexo.
Pero:

veC(z) c T & Cla)

donde en (x) hemos aplicado que C(z) es el mayor conexo que contiene a x.
Entonces, C(z) = C(x), por lo que C(z) es cerrado.

]

La siguiente propiedad nos da una condicién suficiente para que una particion
por conexos coincida con las componentes conexas:

Proposicién 3.15. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y {A;}ier una particion de X
donde cada A; € T y es conexo. Entonces la familia {A;},.; es el conjunto de todas
las componentes conezas de (X,T).

Demostracion. Sea x € X e iy € I tal que x € A;,. Veamos que C(z) = A;,.

D) Como A, es conexo y x € A;, entonces A;, C C(x).

C) Supongamos que C(x) \ A;, # 0. Entonces:
Cw) = (Cz) N Ap) | (Cla) N (X \ Ay) =

=C@)nAa ) Cc@n [J A

€I\{io}

Por tanto, C(x) se expresa como unién de dos abiertos de Te(yy, disjuntos y
no vacios, por lo que C'(x) no es conexo, llegando a una contradiccion.

Por tanto, C(x) \ 4;, = 0, por lo que C(z) C A,,.
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No obstante, se trata de una condicion suficiente, pero no necesaria. Es decir,
puede haber componentes conexas que no sean abiertas. Veamos un ejemplo:

1
Ejemplo. Sea X =R\ {E |n e N}.

Tenemos que las componentes conexas de X son:

1 1
— 00,0 1, , — eN
e R 11
No obstante, | — 0o, 0] no es abierto, ya que el 0 no es interior. Esto se debe a

que fe € R tal que | — ¢,e[NX C] — 00,0], ya que | — £,e[NX contiene elementos
positivos.

Ya que toda aplicaciéon continua lleva conjuntos conexos en conexos, concluimos
el siguiente resultado:

Proposicién 3.16. Sea f: (X, T) — (Y, T') una aplicacion continua y sea v € X:
1. f(C(z)) C C(f(x)).
2. Si f es un homeomorfismo, entonces f(C(x)) = C(f(x)).

Demostracion. Demostramos cada apartado por separado:

1. Como C(x) es conexo, entonces f(C'(x)) es conexo, por ser f continua. Ademds,
como z € C(x), f(x) € f(C(x)) conexo, por lo que f(C(z)) C C(f(x)) por

ser C(f(z)) el mayor conexo que contiene a f(z).

2. Como f es un homeomorfismo, entonces f~! es continua. Consideramos y €
C(f(z)). Entonces, por ser f biyectiva, 3! z € X tal que f(z) = y. Entonces:

FHC(f (@) € C(f(f(2))) = Cla) = C(f(2)) C f(C(2))

]

Corolario 3.16.1. El numero de componentes conexas es una propiedad topoldgica.
Es decir, si (X, T) y (Y, T") son homeomorfos, entonces tienen el mismo nimero
de componentes conexas.

3.2. Compacidad

Definicién 3.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que X es compacto si
todo recubrimiento de X por abiertos tiene un subrecubrimiento finito. Es decir, si

X = U; con U; € T para todo i € I, entonces 31y C I finito tal que X = |J U;.
icl icly
Un conjunto A C X es compacto si (A, T4) es compacto.

Ejemplo. Veamos algunos ejemplos de compactos:
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1. (R™,7T,) no es compacto.

Para verlo, un recubrimiento {U, },en de R™ por abiertos es:

U, = B(0,n) Vn e N

Supongamos que existe un conjunto Ny C N finito tal que {U,}nen, €s un
recubrimiento de R"”. Como Ny es finito, dny = méax Ny, y se tiene que:

R" = | J U.= | B(0,n) C B(0,ng) = R" C B(0, )

neNg neNy
que es un absurdo, ya que R™ no esta acotado.
2. (X, 7T;) es compacto, ya que tan solo hay dos abiertos.
3. Sea (X, T). Si T es finito, entonces (X, 7) es compacto.
4. (X, Taise) es compacto si y solo si X es finito.

<) Si X es finito, entonces Ty es finito, por lo que (X, Tgisc) €s compacto.

—>) Demostramos el contrarreciproco. Supongamos que X es infinito. Enton-
ces, {x}zex es un recubrimiento de X por abiertos, pero no tiene ningiin
subrecubrimiento finito, ya que cada x € X esta en un tnico abierto.

5. (X, Tor) es compacto.

Sea {U; }ie; un recubrimiento de X por abiertos, y elegimos iqg € I de forma
que U;, # (0. Entonces, X \ U, es finito, por lo que 3zy,...,z, € X tal que
X\Uzo = {.Il,...,xn}.

Para cada j € {1,...,n}, consideramos z;. Como {U,};cs es un recubrimiento
de X, entonces Ji; € I tal que x; € Us;. Por tanto, tenemos que el subrecu-
brimiento finito es:

{Ui, } U {Uz‘j Yit,m

Proposicién 3.17 (Caracterizacién de la Compacidad). Sea (X,T) un espacio to-
pologico y B una base de T . Entonces, equivalen:

1. X es compacto.

2. Para cualquier familia de cerrados {F;}ie; de X tal que (| F; = 0, entonces
i€l

In € N finito tal que () Fj = 0.
i=1

3. Para cualquier recubrimiento de X por abiertos bdsicos {B;}icr, con B; € B
para todo i € I, entonces Iy C I finito tal que X = |J B;.

i€lp

Demostracion. Demostramos mediante implicaciones dobles:
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1) = 2) Supongamos que X es compacto, y sea {F} };c; una familia de cerrados de
X tal que () F; = ). Consideramos U; = X \ F}, y tenemos que {U; }icr es una

icl
familia de abiertos de X. Veamos que es un recubrimiento de X:

X=x\("F=Ux\F) =u

iel el el

n
Por tanto, como X es compacto, entonces In € N tal que X = |J U;. Entonces:
i=1

n n

X:UU,-:U(X\FZ-):X\ﬁFZ-:ﬁFi:(ZJ

i=1 i=1

2) = 1) Sea {U;};c; un recubrimiento de X por abiertos. Entonces, {X \ U, }ies

es una familia de cerrados de X cuya interseccién es nula. Por tanto, por
n

hipétesis, In € N tal que () (X \ U;) = 0. Entonces:

i=1

@zﬁ(X\Ui):X\OUiiXCOUicX

i=1 i=1 i=1
n
Por doble inclusién, X = J U;, por lo que X es compacto.
i=1
1) = 3) Como los abiertos bésicos son abiertos, entonces se tiene de forma directa.

3) = 1) Sea {U;};c; un recubrimiento de X por abiertos. Por la definicién de

base, para cada i € I, existe un conjunto de indices J; tal que U; = | B} con
Jj€d;
Bi € B. Por tanto,

x=Uu-Uuz

iel i€l jeJ;
Por tanto, por hipétesis 3y C I finito y, para cada i € Iy, existe J? C J; finito
tal que:
x=Uyusg
1€lp jeJ?
Como Ij es finito y también lo son los J?, entonces | J B; es finito. Por tanto,

7
jeJ?
X es compacto.

]

En la definicién de espacio compacto, se ha visto que un subconjunto es compacto
si lo es con la topologia inducida. No obstante, la siguiente caracterizacion nos es
de ayuda, ya que nos permite saber si un conjunto es compacto trabajando con los
abiertos de la topologia original.
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Proposicién 3.18. Sea (X,7T) un espacio topolégico y A C X. Entonces, A es
compacto si y solo si todo recubrimiento de A por abiertos de (X, T) tiene un su-
brecubrimiento (de A) finito.
Es decir, si A C |JU; con U; € T para todo i € I, entonces 31y C I finito tal
iel
que AC |J U;.

i€lp
Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

—) Dado {U;}icr, U; € T Vi € I un recubrimiento de A, para cada ¢ € I consi-
deramos U; N A € T4. Veamos que es un recubrimiento de A (por abiertos de

A):
Ac|JUui=AnAcAn (UU1> = Ac | JwinA)

icl iel el

Por tanto, como A es compacto, entonces 31y C [ finito tal que A C |J (U;NA).
i€lp
Veamos que {U; }eq, es un subrecubrimiento de A:

AclJwinaclJu

i€lp 1€lp

Entonces, dado un recubrimiento de A por abiertos de (X,7), hemos encon-
trado un subrecubrimiento (de A) finito.

<) Tenemos que ver que A es compacto. Sea {U; }icr, U; € Ta Vi € I un recubri-
miento de A por abiertos de A. Entonces, U; = ANU/ con U/ € T Vi € I.
Veamos que {U/};cr es un recubrimiento de A por abiertos de X:

AcJui=JAanu) =4n (UU{) = AcJu;

iel il el el

Por tanto, como {U/};er es un recubrimiento de A por abiertos de X, por
la hipétesis 31y C I finito tal que A C |J U/. Veamos que {U,}icr, €s un

i€lp
subrecubrimiento de A:

Ac UU{:AOACAD(UU{) = Ac JAanu) = U
i€lp i€ly i€lp i€lp

Por tanto, se ha demostrado que A es compacto.

Veamos un ejemplo de aplicacién de esta proposicion:

Ejemplo. Sea (X, 7T) un espacio topologico, y consideramos {z,}, z, € X ¥n € N
una sucesion de puntos de X convergente a g € X. Veamos que el siguiente conjunto
es compacto:

A ={zo} U{Zn}nen
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Figura 3.6: Representacion grafica de los elementos de la demostracion.

Sea {U;}icr, U; € T Vi € I un recubrimiento de A por abiertos de X. Entonces,
como zy € A, Fip € [ tal que zy € U;,. Como U;, € T con xy € U,;,, tenemos que
U, € N,,. Por tanto, como la sucesién converge a zg, tenemos que Iny € N tal que
z, € Uy, Yn = ny.

Veamos qué ocurre con los z,, con n < ng. Como {U,};c;r es un recubrimiento
de A, entonces para cada n € N, n < ny, 3, € I tal que z,, € U,;,. Por tanto, el
subrecubrimiento finito es:

{Uio} U{Ui, }n=1..no—1
Por tanto, A es compacto.

Al igual que ocurria con la conexién, la compacidad se mantiene por funciones
continuas:

Proposicién 3.19. Sea f: (X, T) — (Y, T') una aplicacion continua entre espacios
topoldgicos. Entonces:

X compacto = f(X) compacto.

Demostracion. Sea {U!}icr, Ul € T’ un recubrimiento de f(X) por abiertos de 7.
Por la continuidad de f, Vi € I, f~%(U]) € T. Veamos que {f~*(U/)}ics es un
recubrimiento de X por abiertos de T

Xcfix)cr! (U U£> =Jsriwhcx

i€l i€l

Por ser X compacto, 31y C I finito tal que X = |J f~1(U). Por tanto,

fx) = f (_U f‘l(U{)> =ty cUu

Por tanto, {U/}ies, es un subrecubrimiento finito de f(X) por abiertos de T, por
lo que f(X) es compacto. O

Corolario 3.19.1. La compacidad es una propiedad topoldgica.
Es decir, si f : (X, T) — (Y, T’) es un homeomorfismo, entonces X es compacto
siy solo si f(X) =Y es compacto.

Para el caso de los cocientes, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.20. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y sea R una relacion de equi-
valencia en X. Consideramos X/R el espacio cociente con la topologia cociente.
Entonces:
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X compacto = X /R compacto.

Demostracion. Consideramos p : (X, T) — (X/R,T/R) la proyeccién candnica en
el cociente. Entonces, por el teorema anterior, como p es continua, p(X) es compacto.
Pero como p(X) = X/R por ser p sobreyectiva, entonces X/R es compacto. O

Para poder introducir ejemplos de aplicaciéon de este teorema, incluimos antes
el siguiente teorema. Se generalizara mas adelante en el Corolario de Heine-Borel
(Corolario 3.28.1), aunque para demostrar este iltimo emplearemos este caso parti-
cular:

Teorema 3.21. Sea (R, 7,), y sea a,b € R con a < b. Entonces, |a,b| es compacto.

Demostracion. Sea A = [a,b]. Consideramos un recubrimiento de A por abiertos de
R, {Ui}ier, Ui € Ty Vi € I.

ACUUi conU, e T, Viel

el

Definimos el conjunto:

J = {l‘ € [a,b] | 31y C I finito tal que [a,z] C U Ui}

i€lp

Para ver que J es cerrado, basta con ver que b € J.

En primer lugar vemos que J # (). Como a € [a, b], Jig € I tal que a € U;,. Por
tanto, [a,a] C Uy, por lo que a € J. Ademads, si € J, entonces [a,z] C J C [a, b,
ya que, para todo y € [a,z], el mismo conjunto finito Iy empleado para ver que
x € J sirve para ver que y € J, ya que [a,y| C [a,z] C |J U;. Por tanto,

i€lp
[a, ]
J=< V para un cierto ¢ € [a, b|
[a, ]

Veamos ahora que el caso J = [a, c[ no es posible. Para ello, veamos que ¢ € J.
Como ¢ € [a,b], Jig € I tal que ¢ € U;,. Como ¢ € U;, € T,, entonces Je € R tal
que B(c,e) =|c—e, c+e[C U;,. Ademés, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que x €]c — ¢g,c[C J, ya que en caso contrario tomamos un & menor de forma que
se cumpla. Entonces, 3I; C I finito tal que [a,z] C |J U;. Por tanto,

el
la,c] = [a,z] U [z, ] C (U UZ-> Ulc —e,c+¢€[C U U; WU,
i€lq i1€lq
Definiendo I, = I1 U {4y}, tenemos que [a,c] C |J U;, por lo que ¢ € J.
i€ls
Por tanto, J = [a,c|, para un cierto ¢ € [a,b]. Veamos ahora que ¢ = b. Por

reduccion al absurdo, Supongamos que ¢ < b. Como ¢ € J, dI; C I finito tal que

la,c] € |J U;. Ademés, como ¢ € [a,b] C |J U;, entonces Jip € I tal que ¢ € Uj,.
i€lp i€l
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Como ¢ € U;, € Ty, entonces Je € RT tal que B(c,¢) =|]c— ¢, c+¢[C U,,. Definimos
ahora ¢/ = min{e, b — ¢} > 0. Entonces,

la,c+&'[=[a, ] U]c,c+€'[C [a, ] Ule, c+€[C (U U) Je—e,c+e[C U U; UU;,
i€ly i€l
8,
Definiendo I; = Iy U {ig}, tenemos que [a,c + ¢'[C |J U;. Por tanto, ¢ + 5 € J,
i€l
llegando a una contradiccién, ya que J = [a, ¢]. Por tanto, ¢ = b.
Por tanto, J = [a,b]. En particular, b € J, por lo que 31y C I finito tal que

la,b] € | U;. Es decir, {U; }icy, es un subrecubrimiento finito de A por abiertos de
i€lp

R, por lo que A es compacto. O

Una vez visto que [a, b] es compacto, podemos ver el siguiente ejemplo de apli-
cacion de que la compacidad se mantiene por funciones continuas:

Ejemplo. Veamos que la circunferencia S! es compacta. Consideramos la aplica-
cion:
f:0,1] — St
x +—— (cos(2mx),sen(2mx))

Tenemos que f es continua y sobreyectiva. Por tanto, como [0, 1] es compacto,
St = f([0,1]) es compacto.

La compacidad por norma general no es hereditaria, pero si se hereda a subcon-
juntos cerrados, como indica la siguiente proposicién:

Proposiciéon 3.22. Sea (X,T) un espacio topoldgico compacto, y sea C C X.
Entonces:

C € Cr cerrado = C' compacto.

Demostracion. Sea {U;}ier, U € T Vi € I un recubrimiento mediante abiertos de
T de C. Es decir,
C C U U,

il

Entonces, {U; };c;U{X \ C} es un recubrimiento de X por abiertos de 7. Por ser
(X,T) compacto, 31y C I finito tal que {U; }ier, U {X \ C} es un subrecubrimiento
de X. Veamos que {U,};cy, es un sobrerecubrimiento finito de C' por abiertos de T:

(UU) (X\C)=C=CnX= Cﬁ((UU) X\C))

€lp €lp

:CH<UUZ->:>CCUUZ-

icly i€lp

Por tanto, C' es compacto. 0
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Por tanto, se ha demostrado que “cerrado implica compacto”!. No obstante, para
el reciproco necesitamos que el espacio topoldgico sea de Hausdorff:

Proposiciéon 3.23. Sea (X,T) un espacio topoldgico de Hausdorff (T2), y sea
C C X. Entonces:

C' compacto = C € Cr cerrado.

Demostracion. Probemos que X \ C € T. Fijamos 2o € X \ C' y, para todo = € C,
como X es T2 y x # xy, U,, U, € T talesque x € U,, 2o € U, y U, N U, = 0.
Entonces, veamos que {U, }.ec es un recubrimiento de C' por abiertos de T

C=J{z}c YU

zeC zeC

Por ser C' compacto, Ing € N tal que {U,, } nen es un subrecubrimiento finito
nno
de C por abiertos de T.
no ~

Consideramos ahora U,, = () U,,. Tenemos que U,, € T por ser interseccién
n=1

finita de abiertos de 7. Ademas, zy € (NJ:CO. Veamos que lem N C = (. Para ello,
vemos que:

no
UxOﬂUmn:< an>mancanman:® ¥n €N, n < n
1

n—

Por tanto,

Upy NCC U N | |J U | = U U UL) =0

neN neN
n<ng n<no

Por tanto, tenemos que zq € U,, € X\ C, con U,, € T. Por tanto, =y € [X \ C]°.
Como zy € X \ C es arbitrario, entonces X \ C' = [X \ C]°, por lo que X \C € T
es abierto; es decir, C' es cerrado. O

Quitando la hipotesis de que el espacio topoldgico sea de Hausdorff, no es cierto
que todo compacto sea cerrado, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Consideramos R con la topologia cofinita Tcp. Entonces, R\ {0} no es
cerrado, ya que no es finito. No obstante, es facil ver que es compacto de una forma
similar a como se demostré que (R, Tor) es compacto.

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores, se tiene el siguiente co-
rolario, el cual no es trivial, respecto de la interseccion de compactos.

Corolario 3.23.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico de Hausdorff (T2). Sea {A;}icr,
A; C X una familia de compactos de X. Entonces:

'En realidad, no se ha demostrado exactamente eso. Se ha demostrado que un subconjunto
cerrado de un compacto es un compacto. Ademads, la proposicién siguiente no es exactamente el
reciproco, ya que las hipétesis cambian. No obstante, debido a la similitud de los resultados, se
expresa como el reciproco para facilitar la interpretacién.
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) A; compacto.
iel
Demostracion. Sea A = (| A;. Como A; es compacto Vi € [y (X, T) es T2, entonces
iel
A; € Cy cerrado Vi € I por la proposicién 3.23. Ademads, como la intersecciéon
arbitraria de cerrados es cerrada, entonces A € C'+ cerrado.
Fijado ¢ € I, como A C A; es un subconjunto cerrado de un compacto (A;),
entonces A es compacto por la proposicion 3.22. O

Para la union de compactos, tenemos el siguiente resultado, mas general que el
anterior ya que no se impone nada sobre (X, 7T):

Proposicién 3.24. Sea (X,7T) un espacio topoldgico. Entonces:
A, B C X compactos => AU B compacto.

Demostracion. Sea {U;}ier, U; € T un recubrimiento de A U B por abiertos de T,
es decir,
AuBc U
iel
Como A C AU B, entonces {U,}ics es un recubrimiento de A por abiertos de
T,y como A es compacto, 34 C I finito tal que {U;}icr, es un subrecubrimiento
finito de A, es decir,
AC U U;

i€l

Andlogamente, como B C A U B, entonces {U;};c; es un recubrimiento de B
por abiertos de T, y como B es compacto, /5 C [ finito tal que {U;};cr, es un
subrecubrimiento finito de B, es decir,

Bc|Ju
i€lp

Por tanto, {U;}icr,ur, €s un subrecubrimiento de A U B por abiertos de 7

AUBC(UUZ-) U <UUZ~>: U u

i€l y i€l i€l AUlB

Como I4 U I es finito, entonces dicho subrecubrimiento es finito, por lo que
AU B es compacto. n

Veamos el siguiente ejemplo de aplicacion de esta proposicion:

Ejemplo. Veamos si (R, Tor) es T2.

Consideramos A = [0, +o0[, que claramente no es cerrado. Ademds, es facil
demostrar que es compacto (se demuestra de forma andloga a que (R, 7¢r) lo es).
Por tanto, como A C R es compacto pero no cerrado, tenemos que (R, 7cr) no es
T2, como ya se demostré en el el apartado 4 del ejemplo de la pagina 44.

El siguiente resultado nos sera de gran utilidad para demostrar que una aplicacién
es cerrada:
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Teorema 3.25. Sea (X,T) un espacio topolégico compacto y (Y,T") un espacio to-
polégico de Hausdorff (T2). Entonces, toda aplicacion f: (X, T) — (Y,T') continua
es cerrada.

Demostracion. Sea C' C X un subconjunto cerrado de X. Tenemos que ver que
f(C) es cerrado en Y.

Como C' C X es cerrado y X es compacto, entonces C' es compacto por la
Proposicién 3.22. Como f es continua y C' es compacto, entonces f(C') es compacto.
Por tanto, como Y es de T2, f(C') es cerrado. O

Por 1ltimo, tenemos el siguiente resultado, que nos sirve para estudiar la com-
pacidad de productos de espacios topologicos:

Teorema 3.26 (Tychonoff?). Sean (X, T) e (Y,T') dos espacios topoldgicos. En-
tonces,

X eY compactos => X XY compacto.
Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

<) Como X X Y es compacto y la proyeccién en X, 7y es continua, entonces
(X xY) =X es compacto. Andlogamente, se demuestra que Y es compacto.

—>) Supongamos que X e Y son compactos.

3.2.1. Compacidad en espacios métricos

Definicién 3.6 (Conjunto acotado). Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que
A C X es acotado si Jxg € X y r € R tal que A C B(xg,r).

Lema 3.27. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, A C X es acotado si y solo
si, para cada x € X, Ir, € RY tal que A C B(z,1,).

Demostracion. Demostramos por doble implicacion:
<) Se tiene de forma directa.

—) Como A es acotado, 3zg € X y ' € R tal que A C B(xg,7’). Para cada
x € X, consideramos 1, = d(z,xy) + 1. Veamos que A C B(x,r). Sea y € A.
Entonces:

d(yrr) < d(yaxﬂ) + d(l’o,flf) < r' + d(l’o,[lf) =Ty ==Y C B(.I,’I"x)
Por tanto, A C B(z, 7). O

Una vez introducido el concepto de conjunto acotado, tenemos el siguiente re-
sultado:

Proposicién 3.28. Sea (X,d) un espacio métrico, y sea A C X. Tenemos que:

2También escrito como Tijonov, Tychonov.
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A es compacto = A es cerrado y acotado.

Demostracion. Como A es compacto, por ser (X, d) T2 (ver Lema 1.9), por la Pro-
posicién 3.23 tenemos que A es cerrado. Veamos ahora que esta acotado.

Como las bolas abiertas son abiertos de X, fijado xqg € X tomamos el siguiente
recubrimiento de A por abiertos de X:

AC X = U B(xg,n)
neN
k
Por ser A compacto, Iny,...,n; € N tal que A C |J B(zo,n;). Tomando r =
i=1

max{ny,...,n,} conjunto finito, tenemos que

k
AC UB(JJO,?%) C B(xg, ).

i=1
Por tanto, A es acotado. O
Corolario 3.28.1 (Heine-Borel). Sea (R™,T,), y consideramos A C R™. Entonces:
A es compacto <= A es cerrado y acotado.
Demostracion. Demostramos por doble implicacion:

—>) Esto se ha demostrado en la Proposicién 3.28 para cualquier espacio métrico.

<=) Como A es acotado, tenemos que IR € RT tal que A C B(0, R) C B(0, R).

Sea © = (x1,...,x,) € A. Entonces, como |[z| < R, tenemos que |z;] < R
Vi=1,...,n; es decir, A esta acotado coordenada a coordenada. Por tanto,
(n)

AC[-R,R"=|-R, R x~~x[-R,R]

Tenemos que [— R, R] es compacto por ser un intervalo cerrado y acotado (Teo-
rema 3.21). Ademads, por el Teorema de Tychonoff (Teorema 3.26), [—R, R]"
es compacto. Por tanto, A es un subconjunto cerrado de un compacto, por lo
que A es compacto (Proposicién 3.22).

m
Ejemplo. Algunos ejemplos de conjuntos compactos son:

1. La esfera S™ es compacta.

2. El toro es compacto por ser homeomorfo a (S' x S')/R, y este lo es por serlo
St x St, que es producto de compactos.

Como corolario al Corolario de Heine-Borel, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.28.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico compacto y sea la aplicacion
f (X, T) = (R, T,) continua. Entonces, f es acotada (alcanza un mdzimo y un
minimo absolutos). Es decir,

Jzg,x1 € X | f(xo) < f(x) < f(x1) Ve e X
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Demostracion. Como f es continua y X es compacto, entonces f(X) C R es com-
pacto. Por tanto, f(X) es cerrado y acotado.

Por ser f(X) acotada, f(X) estd mayorada y minorada, y por el Axioma del
Supremo i = inf f(X), s = sup f(X). Ademds, sabemos que:

—

*

iefMY2rx)  sefX)2rx)

=

donde en (x) hemos empleado que f(X) es cerrado. Ademas, el infimo y el supremo
pertenececen a la adherencia por la caracterizacién del supremo con sucesiones, y
por el Ejercicio 4.1.35.f). Por tanto, el infimo y el supremo estan en f(X), por lo que
son minimo y maximo respectivamente. Ademads, Jxg, z; € X tales que f(z9) =iy

f(x1) = s. O

3.3. Relacién de Ejercicios

Para ver ejercicios relacionados con el Tema 3, consultar la seccion 4.3.
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4. Relaciones de Problemas

4.1. Espacios Topoldégicos

Ejercicio 4.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Prueba que la siguiente aplicacién

d: X x X — R dada por

7 d(x> y)

d = ) X
(z,v) T d(z, 9] Vz,y €

es una distancia en X. Prueba que 74 = T3

Para probar que es una distancia, comprobamos las 3 condiciones sabiendo que
d es una distancia:

1. Como d(z,y) > 0, tenemos que el numerador es no-negativo. Ademas, como el
denominador es la suma de no-negativos, tenemos que también es no-negativo.

Por tanto, tenemos que d(z,y) > 0. Ademads, tenemos que:

dz,y) =0<=d(z,y) =0<=z =y

2. Tenemos de forma directa que es simétrica esta distancia, ya que d es también
simétrica.

3. Veamos si cumple la tercera desigualdad, es decir, :

~ d(z, 2) < d(z,y) d(y, z) 7 7

d(z,2) = < — dlz,y) + dly,
(z,2) l+d(x,z) = 14+d(z,y) 1+d(y,=2) (z,9) + d(y, 2)
Definimos f : Rf — R dada por f(x) = %, y estudiamos su monotonia.
x
1 — 1
flay = T = >0

L+ap  (1+ap

Por tanto, tenemos que f es estrictamente creciente, por lo que si t < s,
tenemos que f(t) < f(s). Veamos ademds qué ocurre con la suma. Para ello,
sean a,b € R,

a+b a b a b
= + < + =
1+a+b l1+a+b 1+a+bd 1+a 1+0b

fla+0b)= fla) + f(b)
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Por tanto, como d es una distancia, tenemos que d(zx,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Entonces,

fld(x, 2)] < fld(z,y) + d(y, 2)] < fld(z, y)] + fld(y, 2)]

Por tanto, por la definicion de f y (Z tenemos:

~ _d(x,2) d(z,y) dly.z) _ ~ T

Por tanto, como hemos probado las tres condiciones, tenemos que es una distan-
cia. Comprobemos ahora que las topologias son iguales. Para ello, hacemos uso del
Corolario 1.14.1 y de que los abiertos basicos de un espacio métrico son sus bolas
abiertas. Comprobamos ambas condiciones:

L < Ta

Sea ¥ € X,7 € R". Buscamos demostrar que VB5(z,7), Vo € B3(T,7), existe
un By(z,r) con x € By(x,r) C B3(,7).

Como Bj(7,7) es un abierto métrico, tenemos que Vo € B3(z,7),3r € R* tal
que Bi(z,r) C Bj(z,r).

Ahora, vemos que d(z,y) < d(z,y):

Elv(x,y) = % <d(z,y) == d(z,y) < d(z,y) + d*(z,y) <=

= d*(z,y) > 0 <= d(z,y) >0

Con ese resultado, veamos ahora que By(z,r) C Bj(x,r). Sea y € By(x,r), es

decir, d(z,y) < r. Como d(x,y) < d(x,y) < r, tenemos que y € Bz(x,7).

Por tanto, hemos demostrado que VB3(z,7), Vo € B3(x,r), existe un By(x,7)
con ¥ € By(x,r) C Bi(x,r) C B3(x,T).

Cabe destacar el procedimiento seguido. En primer lugar, hemos demostrado
que Vx € B3(x,7), podemos encontrar una bola con la misma distancia cen-
trada en dicho punto. Esa bola es Bj(x,r). Por tltimo, buscamos una bola
centrada en dicho x pero con la otra distancia, en nuestro caso By(z,r). En
este caso particular, encontrar esa segunda bola es més sencillo por la relacién
de las distancias.

2 Ta< Ty

Sea x4 € X,r € RT. Buscamos demostrar que VBy(z4,7), V& € By(xg, 1),
existe un Bj(x,0) con x € Bj(x,6) C By(xq,7).

Como Bgy(x4,r) es un abierto métrico, tenemos que Vo € By(xg,r), e € RT
tal que By(z,e) C By(xg,1).
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Definimos de nuevo f : Rf — R dada por f(z) = T4, que vimos que es
estrictamente creciente. Veamos ahora que, tomando § = == (), se tiene
BJ(ZL’,(;) C Bd($,€).

Sea y € Bj(x,6), es decir, d(z,y) < ¢. Por la definicién de f, tenemos que
f(d(z,y)) < f(e). Por tanto, por ser f estrictamente creciente, tenemos que
d(x,y) < g, por lo que y € By(z,¢).

Por tanto, hemos demostrado que VBy(xq, 1), Vo € Bq(zq,7), existe un Bi(x, J)
con x € Bj(x,6) C By(x,e) C By(xq, 7).

Cabe destacar el procedimiento seguido. En primer lugar, hemos demostra-
do que Vz € By(zg4,7), podemos encontrar una bola con la misma distancia
centrada en dicho punto. Esa bola es By(z,¢). Por ultimo, buscamos una bo-
la centrada en dicho x pero con la otra distancia, en nuestro caso Bj(z,0).
En este caso particular, para encontrar esa segunda bola hemos definido un ¢
particular.

Ejercicio 4.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Prueba que la siguiente aplicacién

d: X x X — R dada por

d(z,y) = min{l,d(z,y)}  Vo,yeX
es una distancia en X. Prueba que 73 = T3

Para probar que es una distancia, comprobamos las 3 condiciones sabiendo que
d es una distancia:

1. Como 1 >0y d(z,y) > 0, tenemos que inf{1l,d(z,y)} > 0. Ademds, tenemos
que:

d(z,y) = min{l,d(z,y)} =0 <= d(z,y) =0 <= v =y

2. Tenemos de forma directa que es simétrica esta distancia, ya que d es también
simétrica y min{a, b} = min{b, a}.

3. Veamos si cumple la tercera desigualdad:

d(z,z) =min{l,d(x, 2)} < min{l,d(z,y) + d(y,z)} < - .
< min{l,d(x,y)} + min{l,d(y, 2)} = d(z,y) + d(y, z)

Por tanto, como hemos probado las tres condiciones, tenemos que es una distan-
cia. Comprobemos ahora que las topologias son iguales. Para ello, hacemos uso del
Corolario 1.14.1 y de que los abiertos basicos de un espacio métrico son sus bolas
abiertas. Comprobamos ambas condiciones:

» Ta< Ty

Sea x4 € X,rq € RT. Entonces, VBy(x4,74), Vx € By(xg,r4), buscamos de-
mostrar que 3B5(x,r) tal que x € Bj(x,r) C By(x, 7).
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Como By(x4,74) es un abierto métrico, tenemos que Va € By(xg,74), Ir € RT
tal que By(z,r) C By(xg,rq). Tomamos r < 1 sin pérdida de generalidad, ya
que en el caso de que r > 1, tenemos que que I’ < 1 tal que se tiene que
By(z,7") C Bg(x, 7).

Veamos ahora que Bj(x,7) C Bgy(z,r). Sea y | d(x,y) < r. Entonces, como

d(xz,y) = inf{l,d(z,y)} < r < 1, tenemos que d(z,y) = d(z,y) < r < 1. Por
tanto, y € By(x,1).

Por tanto, tenemos que VBy(z4,74), Vo € Bg(xa,74), existe Bi(z,r) tal que
x € Bi(x,r) C By(z,r) C By(xa,74q)-
» T7< Ty

Sea € X,7 € R*". Entonces, VB;(z,7), Vo € B5(Z,7), buscamos demostrar
que 3By(x, ) tal que x € By(x,7) C B3(Z,7).

Como Bj(7,7) es un abierto métrico, tenemos que Vo € B5(z,7), Ir € R tal
que Bi(z,r) C Bj(z,r).

Veamos ahora que By(x,7) C Bj(z,r). Sea y | d(x,y) < r. Entonces, como

d(z,y) = min{l,d(z,y)} < d(x,y) < r, tenemos que y € B5(x, 7).

Por tanto, tenemos que VB3(7,7), Vo € Bj(7,7), existe By(z,r) cumpliendo
que & € By(x,r) C Bi(x,r) C Bi(z,7).

Ejercicio 4.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico y zg € X. Prueba que la aplicacién
d : X x X = R dada por

y - 0 si x=y
d(m,y)—{ d(z,xo) + d(zo,y) si x#vy

es una distancia en X. Si (X, d) es el espacio métrico euclideo a d’ se le denomina
distancia de correos.

Para probar que es una distancia, comprobamos las 3 condiciones sabiendo que
d es una distancia:

1. De forma evidente, como d es una distancia, tenemos que d'(x,y) > 0, Vz,y €
X. Ademas, por definicién tenemos que z = y = d'(x,y) = 0. Veamos la
otra implicacion:

d(z,y) =0=d(z,20) +d(xo,y) = r=00=y =T =1y

2. Tenemos de forma directa que es simétrica esta distancia, debido a que d es
también simétrica y a la conmutabilidad de la suma en R.

3. Veamos si cumple la tercera desigualdad. Realizamos la siguiente distincién de
casos:

» Siz =z entonces d(x,2) =0< d(z,y) +d(y,2).
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= Si z # 2, entonces:

d'(x,2) = d(z,z0) + d(z0, 2) < d(x,x0) + d(x0,y) + d(y, x0) + d(x0, 2) =
=d'(v,y) +d'(y,2)

Por tanto, como hemos probado las tres condiciones, tenemos que es una distan-
cia.

Ejercicio 4.1.4. Consideramos la siguiente aplicacién d : R? x R? — R dada por

- |y2—l'2| sl @ = Y1,
d(z1,22), (y1,92)] = { |zo| + |y1 — z1| + |y2| si 21 # y1.

Demuestra que d es una distancia en R? y calcula las bolas abiertas y cerradas de
(R%,d). A d se le denomina la distancia del rio en la jungla o distancia del
ascensor.

Para probar que es una distancia, comprobamos las 3 condiciones sabiendo que
d es una distancia:

1. De forma evidente, como al ser el valor absoluto siempre positivo o nulo,
tenemos que d(x,y) > 0, Vx,y € X. Veamos ahora que d(z,y) = 0 <= x = y.

» Six =y, entonces d(z,y) = y2 — x2 = 0.

» Sid(x,y) =0, sl x; =y tenemos que y, = To; y Si o7 # Y1, entonces ya
tenemos un sumando positivo y por tanto d(z,y) # 0, por lo que llegamos
a una contradicciéon. Por tanto, z = y.

2. Tenemos de forma directa que es simétrica esta distancia, debido a que, en R,
se tiene que |a — b| = |b—a] .

3. Veamos si cumple la tercera desigualdad. Realizamos la siguiente distincién de
Casos:

s Sizy =2

Suponiendo y; = 1 = 21, tenemos que
d(x, 2) = |za—w2| = [y2—2a+22—ya| < [y2—22|+|22—12| = d(z, y)+d(y, 2)
Suponiendo y; # 1 = 21, tenemos que

d(x, z) = |za—x2| < |2a|+|22| < |@2|+|y1—21 [ F|y2 |+ Y2+ 21 —y1 |+ 22| =
=d(z,y) +d(y,z)

= Sixy # z1, entonces:

Suponiendo y; = x1 # 21, tenemos que
d(z,2) = |za|+|z1—21 |+ 20| < |y2—22|+|12|+|21—y1]+]22] = d(z,y)+d(y, 2)
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Suponiendo y; # x1,y1 # 21, tenemos que

d(z,2) = |za| + |21 — 21| + |22] < |22 + |21 — 1 +y1 — 21| + [22] <
< zo| + 21 — | + |y — 21| + |22] <
< ao| + 1 — 2] + |y2| + |2l + [21 — | + |22] =
=d(z,y) +d(y, 2)
Por tanto, se tiene que d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).

Por tanto, como hemos probado las tres condiciones, tenemos que es una distan-
cia. Veamos ahora las bolas abiertas. Dado, = (71, 7o) € R?, tenemos que:

B(z,r) ={y € X | d(x,y) < r} = {(z1,92) € R*| |y — z2| <7} | J
U {1 00) € R, w1 # | |wa] + 1 — 2| + 1] <7}

Ejercicio 4.1.5. Consideremos la distancia discreta dg;,. en R™. Prueba que no
existe ninguna norma || - || : R® — Ry en R™ tal que dj| = dyisc.

Para toda distancia dj.| inducida por la norma || - || se cumple Va € R, z,y € R"
que:
dy(ax +y,y) = |laz +y —yl[ = llaz]| = |a| [|2[| = la| dj|(x,0)

Por tanto, tenemos que dj.(ax + y,y) = l|a|d)(z,0), Va € R, z,y € R
Tomando x # 0, a # £1,0 suponemos dj.|| = dgis. y llegamos al siguiente absurdo:

dagisc(az +y,y) = |aldgise(r,0) = dgisc(ax +y,y) = |a| #0,1
que, por como estd definida la distancia discreta, es un absurdo.

Ejercicio 4.1.6. Consideremos la norma || - ||; en R™. Prueba que no existe nin-
guna forma bilineal simétrica definida positiva g : R" x R" — R tal que || ||, = || - |1

Tenemos que en todo espacio vectorial euclideo X se cumple la identidad del
paralelogramo®:

2l|2]* + 2/lyl]* = [lz + yl* + [lo — ylP, Vi,ye X

Busquemos contraejemplos que demuestren que eso no es cierto para X = R”
con la norma 1. Sean los valores siguientes:

x=(1,...,1) r+y=1(0,2,...,2)
y=(-1,1,...,1) r—y=(2,0,...,0)

Veamos que no se cumple la identidad del paralelogramo en R™ para la norma 1:
2|=][i + 2llyllf = 20 + 2n% = 4n® # [2(n = 1)]* + 2% = ||lz + y[l + |lo — ylf}

Por tanto, en R™ con la norma 1 no se cumple la identidad del paralelogramo.
Por tanto, no existe un producto escalar asociado a dicha norma.

IDemostrado en Andlisis Matemético 1.
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Ejercicio 4.1.7. Encuentra todas las topologias de un conjunto con dos elementos.

Sea X = {a,b}. Entonces tenemos que las posibles topologias son:
To=A{0, X} Taise ={0.{a}, {0}, X}  To={0{a}, X} T ={0,{b}, X}
Ejercicio 4.1.8. Estudia si (X, 7)) es un espacio topoldgico en los siguientes casos:

a) X =Ny T ={0,X}U{{l,...,n} | neN}L

Comprobamos las tres condiciones para que sea un espacio topolégico:

a) Trivialmente, §, X € T.

b) Veamos si es cerrado para uniones arbitrarias. Sea la familia {U;};c;. Si
U; = 0, no afecta a la unién, por lo que no lo tenemos en cuenta. Si
U; = X, tenemos que la unién sera X y, por tanto, también se tiene.
Comprobamos por tanto el caso en que U; # (), X para todo i. Sean por
tanto U; = {1,...,n; | n; € N}.

» Si {n;},csr estd acotado, tenemos que 3 malx{nz} Definimos por tanto
1€

n = max{n;} € N. Entonces, tenemos que
i€l

UUi:{l,...,n}ET

icl
= Si {n;}ic; no estd acotado, entonces

Uui=N=xeT

el

Vedamoslo. Sea n € N, por lo que como {n;};c; no estd acotado,
tenemos que n € U,. Por tanto, n € |JU;. La otra inclusién es
i€l
trivial, ya que U; C N Vi € I.
¢) Veamos si es cerrado para intersecciones de dos abiertos. Si U; = (),
entonces la interseccién es ) € T. Si U; = X, tenemos que la interseccién
sera Uy € T vy, por tanto, también se tiene. Por tanto, consideramos
Uy ={l,...,ni} yUy={1,...,n2}. Sean = min{ny,ny} € N, y tenemos
que
UlﬂUQZ{l,...ﬂ’L} ET

b) X =Ry T ={0,X}U{]—o0,b] |beR}.
Comprobamos las tres condiciones para que sea un espacio topolégico:

a) Trivialmente, §, X € T.

b) Veamos si es cerrado para uniones arbitrarias. Sea la familia {U;};c;. Si
U; = 0, no afecta a la unién, por lo que no lo tenemos en cuenta. Si
U; = X, tenemos que la unién sera X y, por tanto, también se tiene.
Comprobamos por tanto el caso en que U; # (), X para todo . Sean por
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c)

tanto U; =] — 00, b;[. Definimos por tanto b = sup{b;} € R, que existe por
iel
el axioma del supremo ya que I # (). Entonces, tenemos que

Ui =] —oc,ble T

iel

¢) Veamos si es cerrado para intersecciones de dos abiertos. Si U; = 0,
entonces la interseccién es ) € 7. Si U; = X, tenemos que la interseccion
serd Uy € T y, por tanto, también se tiene. Por tanto, consideramos
Uy =] —o0,bi[ y Uy =] — 00, by]. Sea b = min{by, by} € R, y tenemos que

UlmUz :]—OO,b[GT

X=RyT={0,X}U{]—o00,b] |beR}

No es una topologia, ya que no es cerrado para uniones arbitrarias. Tenemos

que
]
—00, —— | = ]_0070[ ¢T
Yl
X un conjunto, ) # A, BC Xy T ={0,A, B, X}.

En este caso, en general no se tiene. Como contraejemplo, sea X = {a,b, c},
y consideramos A = {a}, B = {b}. Entonces, se tiene que AU B ¢ T, por lo
que no es cerrado para uniones.

Si AC Bo X\ A= B se tiene.
X un conjunto, 0 #AC X y T =P(A) U{X}.

Comprobamos las tres condiciones para que sea un espacio topoldgico:

a) Trivialmente, X € 7. Ademds, como §) € P(A), tenemos que § € T .

b) Veamos si es cerrado para uniones arbitrarias. Tenemos que P(A) es
cerrado para uniones arbitrarias, por lo que comprobamos para el caso
de una unién con X. En este caso, el resultado de la unién es X € T, por
lo que se tiene.

¢) Veamos si es cerrado para intersecciones de dos abiertos. Como P(A) es
cerrado para intersecciones, tenemos que se tiene. Veamos qué ocurre en
el caso de que uno de los abiertos sea X. Es decir, Uy = X, U, € P(A).
Se tiene que Uy N Uy = Uy € P(A) C T.

X={f:[0,1] >R}y T = {0} u{Ac X |3f €C(0,1],R) N A}.

Es decir, tenemos que los abiertos son, ademas del vacio, los conjuntos que
contienen al menos una funcién continua. Veamos que no se trata de un espacio
topoldgico con el siguiente contraejemplo.

Sean f,g,h € X, con
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Sean Uy = {f,h} € T, Uy = {g,h} € T. Tenemos que no es cerrado para
intersecciones de abiertos, ya que

UnUs={h} ¢ T

Ejercicio 4.1.9. Sea X un conjunto infinito y xq € X. Prueba que:
T={UCX|zg¢U}U{U C X |X\U es finito}

es una topologia sobre X, a la que llamaremos topologia fuerte en un punto.

Comprobamos las tres condiciones para que sea un espacio topolégico:
1. 0 e T, yaque zg ¢ 0. Ademéds, X € T, ya que X \ X = () es finito.

2. Veamos si es cerrado para uniones arbitrarias.
Sea la familia {U; }ies.
» Sixzg ¢ U; Vi €1, tenemos que LJIUi eT.
ic
= Si X'\ U es finito Vi € I, tenemos que X \ (J U; = (] X \ U; finita por
ser la interseccion de conjuntos finitos. Por tleemflto, UIZ%JIZ eT.
ic

Por tanto, tenemos que ambos subconjuntos son cerrados para uniones arbi-
trarias. Veamos qué ocurre al unir un conjunto de cada tipo. Sea U; C X con
xo ¢ Uy, y Uy C X tal que X \ U finito.

UQCU1UU2:>X\(U1UU2)CX\UQﬁHitO

Por tanto, tenemos que U; U U, € T vy, por tanto, es cerrado para uniones
arbitrarias.
3. Veamos si es cerrado para intersecciones de dos abiertos.
Sean Uy, U, C X.
» Sizg ¢ U; Vi = 1,2, tenemos trivialmente que xy ¢ Uy N Uy, por lo que
UynUy,eT.

» Si X\ U es finito Vi = 1,2, tenemos X \ (U; NU2) = (X \Uy) U (X \ Uz)
finito, ya que la unién finita de conjuntos finitos es finita. Por tanto,
tenemos que Uy NU, € T.

Por tanto, tenemos que ambos subconjuntos son cerrados para intersecciones
finitas. Veamos qué ocurre al intersecar un conjunto de cada tipo. Sea U; C X
con zg ¢ Uy, y Uy C X tal que X \ U finito.

I0¢U1:>$0¢U1QU2:>U1QU2€T

Por tanto, tenemos que U1 NU; € T y, por tanto, es cerrado para intersecciones
finitas.
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Ejercicio 4.1.10. Dado n € N, denotaremos U,, al conjunto de los divisores de n.
En N, se considera la siguiente familia de subconjuntos 7 C P(N) dada por U € T
si y solo si U, C U, para todo n € U. Prueba que:

a) T es una topologia en N.

Tenemos que U C N es un abierto si es cerrado para los divisores de sus ele-
mentos. Comprobamos las tres condiciones para que sea un espacio topologico:

Al) 0,N € T trivialmente.

A2) Veamos si es cerrado para uniones arbitrarias.
Sea la familia {U'};cr, con U' € T, y consideramos A = |J U*. Veamos
iel
si A € T. Dado n € A, tenemos que comprobar que U, C A. Como
n € A, tenemos que 3 € I tal que n € U’. Como U’ € T, tenemos que
U, C U* C A, por lo que se tiene directamente.

A3) Veamos si es cerrado para intersecciones de dos abiertos. Sean A, B € T,
y consideramos AN B. Dadon € AN B, tenemos que n € A, B, por lo que
U, C A, By por tanto U,, C AN B, teniendo entonces que AN B € T.

b) B={U, |n € N} es una base de 7.

Usando la Proposicién 1.12, tenemos que B es una base si y solo si para todo
U e T, se tiene que dadon € U, 3B, €e Beconn € B, C U.

Como U C N, tenemos precisamente que B,, = U, € B, ya que n € U,, por ser
n un divisor (trivial) de n y, por ser U € T, tenemos que U, C U. Por tanto,
se tiene de forma directa.

Ejercicio 4.1.11. En H™ = {(z,y) € R? | y > 0} se considera la familia

B = {B[(z,y),e] |y >0,e € 10,y[} U{(z,0)U B[(z,y),y] | y > 0}

Prueba que existe una tunica topologia 7 € H™ tal que B es una base para 7. A
este espacio topoldgico se le conoce como semiplano de Moore.

Aplicamos el Teorema 1.13, por lo que comprobamos ambas propiedades.

B1) Hemos de comprobar que H™ = J B.
BeB

Demostramos por doble inclusion:

C) Sea (x,y) € H'. Veamos que (z,y) estd en uno de los abiertos bésicos del
segundo tipo; es decir, (z,y) € {(z,0) U Bl(x,y),y] | y > 0}.
Si y = 0, se tiene directamente, ya que (x,y) = (x,0). Si y # 0, tenemos
que y > 0y, por tanto, (z,y) € B[(z,y),y].
D) Sea (a,b) € |J B. Entonces, 3B € B tal que (a,b) € B.
BeB
» Si B es del primer tipo, tenemos que (a,b) € B|(x,y),¢], con y > 0
y € € |0,y[. Entonces,

dl(z,y),(a,b)] <e= /(z—a)2+(y—b2<e=y-b<e<y=0<b
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» Si B es del segundo tipo, tenemos que b = 0 (por lo que (a,b) € H™)
o (a,b) € Bl(z,y),y] con y > 0, por lo que:

dl(z,y), (a,0)] <y = V(r—a) +(y = b <y = y-b<y=0<b
En ambos casos, tenemos (a,b) € H™.

B2) Hemos de demostrar que si By, By € B con (a,b) € By N By, entonces 3B; € B
con (a,b) € By C By N By. Realizamos la siguiente distincién de casos:

a) Sib > 0: Supongamos que By, By son del primer tipo. Es decir, supon-
gamos By = Bl(x,y),e] y By = B[(«',y'),€'] con y,y > 0y e €]0,y],
¢’ €]0,y'[. Entonces, como las bolas abiertas son base de (R?,7,), tene-
mos que 39 > 0 tal que Bl(a,b),d] C By N By. Ademds, de forma trivial
se tiene que & < b, por lo que ¢ €]0,b].

De forma anéloga se demuestra para los otros casos, solo que § €]0, b].
Por tanto, se tiene que B3 € B.

b) Si b= 0: Tenemos que (a,b) = (a,0) y que By, B son del segundo tipo y
tienen la misma coordenada x = a. Es decir,

By = {(a,0) U Bl(a,y1), 1] | y1 > 0}
By = {(a,0) U Bl(a,y2),y2] | y2 > 0}

Supuesto y; < yo, tenemos que By C B, ya que dado (u,v) € By,
(u,v) # (a,0) se tiene que d[(a,y1), (u,v)] < v y, por la desigualdad
triangular:

d[(a,y2), (u,v)] < d[(a,y2), (a,y1)|+d[(a, 1), (u,v)] = y2—y1+d[(a, y1), (u,v)] <
<y —y1 +y1 =y = (u,v) € By

Por tanto, como un abierto es subconjunto del otro abierto, tenemos que
By N By € {By, By}.Tomamos por tanto B3 = By N By € {By, By} C B,
y se tiene de forma directa.

Por tanto, como se tienen B1) y B2), se tiene que existe una tnica topologia
con esa base.

Ejercicio 4.1.12. Sean T y 7' dos topologias de un conjunto X. Demuéstrese que
la familia 7 N7, formada por los abiertos comunes a ambas, es también una topo-
logia de X. ;Es la union de dos topologias una topologia?

Para ver si 7 N T’ es una topologia, aplicamos la definicién:
A1) Trivialmente 0, X € T NT".
A2) Sea {U;}ie;r € T NT'. Entonces, {U;}ie; C T v {U;}icr C T'. Por ser T, T’
dos topologias, tenemos que | JU; € T, T, por lo que |JU; € TNT’, por lo

i€l i€l
que es cerrado para uniones arbitrarias.
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A3) Sea Uy,Us € T NT'. Entonces, como 7,7 son dos topologias, tenemos que
UiNUy,eT,T, por lo que es cerrado para intersecciones finitas.

Por tanto, tenemos que 7 N7’ es una topologia.

Veamos ahora que la unién, por norma general, no lo es. Sea X = {a,b,c}.
Entonces, consideramos 7 = {0, X, {a}}, 7" = {0, X, {b}} son dos topologias, pero
la unién T U T = {0, X, {a},{b}} no es una topologia, ya que no es cerrada para
uniones, ya que {a} U {b} = {a,b} ¢ TUT".

Ejercicio 4.1.13. En (R, 7,) los intervalos que son abiertos son los de la forma
la,b[, para a < b, |a, +oo[, | — 00, b[ vy R; y los que son cerrados son de la forma [a, b],
para a < b, [a, +oo, | — 00,b] v 0.

Veamos en primer lugar la forma de los intervalos abiertos. Consideramos cada
intervalo, y tenemos en cuenta que en (R, 7,) los abiertos son abiertos métricos. Es
decir U € T siy solo si Vo € U, Je € RT tal que z € B(x,e) C U.

b—a b—
1. ]a,b] : Tenemos que |a,b] = B (a + 5 a’ 5 a)‘
2. la, +oo[ : Yz €a, +0o0], se tiene que x € B (z,2 — a) =|a,2z — a[ Cla, +o0].
3. | —00,b] : Vz €] —00,b], se tiene que € B (x,b — x) =]2z — b,b] C] — 00,b].
4. R: Tenemos que Vz € R, se tiene que Je € R* tal que x € B (x,¢) C R.

Para el resto de los intervalos, tenemos que al menos uno de los extremos es cerrado,
por lo que para dicho extremo ¢, se tiene que fle € R* tal que Jc —e,c+¢[ C I,
llegando a que no son abiertos métricos.

Una vez se tienen los abiertos, los cerrados son triviales, ya que:
1. [a,0] =R\ (] — 00,a] U ]b,+]) € C7.

2. [a,+oo[=R\] — o0,ale Cr.

3. | —00,b] = R\]b, +o0[€ C7.

4 0 =R\R.

Para el resto de intervalos, tengo que no son abiertos al ser sus complementarios del
estilo a estos ultimos.

Ejercicio 4.1.14. Prueba que el conjunto U = {(x,y) € R? | z > 0} es un abier-
to en (R?, 7)) mientras que C' = {(x,y) € R? | # > 0} es un cerrado que no es abierto.

Como T es la topologia métrica, tenemos que U es un abierto métrico si y solo
si V(z,y) € U se tiene que 3¢ € R™ tal que B[(x,y),e] C U. Sea € = 5. Entonces,

sea (a,b) € B [(z,y), £]. Entonces:

i), (0.0)] < 5= Va— P T P <=l <

x x x 3x
:>x—§<a<x+§:>§<a<7:>O<a:>(a,b)€U

—
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Por tanto, tenemos que U es un abierto métrico. Veamos que C es un cerrado.
Tenemos que su complementario es X \ C' = {(z,y) € R? | z < 0}, y exactamente
con la misma bola llegamos a la misma desigualdad para el valor de a. No obstante,
como ahora z < 0, tenemos que a < 0 y por tanto (a,b) € X \ C, por lo que
X\ C eT ypor tanto C es un cerrado.

Ejercicio 4.1.15. Sea X un conjunto no vacio y {4;}ic; una particién de X. De-
muestra que existe una dnica topologia 7 en X tal que {A;}ics es una base de T.
Prueba que todo abierto de T es un cerrado.

Aplicamos el Teorema 1.13, por lo que comprobamos ambas propiedades.

B1) Por definicién de particion, se tiene de forma directa que X = (J A;.
i€l
B2) Sean A;, A; € {A;}ies. Por definicién de particién, tenemos que A, N A; = 0
Vi # j. Entonces z € A;NA; implica que A; = A;, porloquex € A; C A;,NA;.

Por tanto, aplicando el Teorema 1.13 se tiene que existe una tnica topologia 7 con
dicha familia como base. Veamos ahora que T = C7.

Sea U € T. Entonces, por definicién de base topoldgica tenemos que U = |J A4;,
jet
con J C I. Por tanto, X \U = [J A; € T, ya que la unién de abiertos es un
i€I\J
abierto.
Por tanto, tenemos que el complementario de un abierto es un abierto, de lo que

se deduce de forma directa que T = C7.

Ejercicio 4.1.16. Sobre R, consideramos la siguiente familia de subconjuntos:
T={UuV|UeT, VCR\Q}
Se pide:

a) Prueba que 7T es una topologia sobre R que contiene a la topologia usual 7.
El espacio topoldgico (R, T) recibe el nombre de recta diseminada.
Comprobamos en primer lugar que es una topologia:

A1) Tenemos que ) C R\ Qy 0 € Ty, por lo que se tiene que ) € T. Ademas,

como R € 7T, tenemos que R € T.

A2) Sea una familia de abiertos {W,}ier, con W; € T para todo i € I. En-
tonces, se tenemos que W; = U; UV;, con U; € T, V; € R\ Q. Entonces:

Uwi=uiuvi= (UU)U(UV) YoyuverT

iel el el il

donde en (x) he aplicado U = |J U; € T, por ser la unién de abiertos un
il
abierto, y que V= JV, CR\Qyaque V; CR\QVie I

iel
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A3) Sean Uy, U; € Ty, Vi, Vo € R\ Q. Entonces, U; UV, UsUV, € T. Entonces:

(U uVI)N (U UV) = [(UuWV)NU]JU[(UL U V)NV, =
[(UinUx) U(ViNUp)]U[(U U Vi) NV, =
(UNU)U(VinUa)U[(UuV) NVl e T

donde he indicado que es un abierto por ser U; N Uy € T, por ser inter-
seccién de dos abiertos y ser (Vi NU2)U[(U,UV) NV, € ViUV, € R\ Q.

Por tanto, tenemos que efectivamente se tiene que 7 es una topologia. Ademas,
considerando V' = () se tiene trivialmente que 7, C 7.

Prueba que los intervalos [a, b] y [¢,d[ con d € R\ Q son cerrados en (R, 7).

Tenemos que R\ [a,b] =] — 00,a] U |b,+o0[€ T, C T, por lo que [a,b] € Cr.
Veamoslo para [c,d] :

R\ [e,d] = | —00,¢] U [d,4+00] = | —o00,c[ U |d,+oo] U {d} €T

donde he indicado que es un abierto, ya que | — oo,¢[ U |d,+o0] € T y
{d} C R\ Q. Por tanto, [c,d] € Cr.

Calcula una base de entornos de x € Ren (R, 7).

Recordamos que una base de entornos de = es una familia de entornos de x tal
que YN € N, 3V € B, | x € V. C N. Recordamos también que un entorno de
x es un conjunto N C R tal que 3U € T tal que x € U C N.

En el caso de que x € R\ Q, tenemos que {z} € T, por lo que {z} € N,. Por
tanto, tenemos que 3, = {z} es una base de entornos de z.

En el caso de x € QQ, tenemos que una base de entornos suya coincide con una
base de entornos suya en T, es decir, 8, = |z —¢e,x + €[, con € € RT.

Por tanto, tenemos que:

B {z} si xeR\Q
{4

N r—ex+el |[eeRT} si x€Q

Calcula el interior, la clausura y la frontera de los intervalos A = [0,1] y

B =10,v2[en (R, T).

Demostramos en primer lugar que A° =|0, 1] :

C) Tenemos que A° C A = [0, 1].
Veamos que 0 ¢ A°. Supongamos que 0 € A°. Entonces, IW € T con
reW CA SeaW=UUV,conU €T, VCR\Q. Como0 € Q,
tenemos que x € U. Por tanto, 3U € T,, con 0 € U C [0,1], lo cual es
trivialmente una contradiccién. Andlogamente, se tiene que 1 ¢ A°. Por
tanto, deducimos que A° C 0, 1[.
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D) Como ]0,1[ € 7, C T, tenemos que |0, 1[C A°.

Por tanto, tenemos que A° =|0, 1]. Agemés, en el segundo apartado hemos
probado que A € C7, por lo que A = A = [0, 1]. Por tanto, tenemos que:

A°=]0,1[, A=10,1, 04A=A\ A" ={0,1}

Trabajamos ahora con B. De manera anéloga al caso anterior, tenemos que 0 ¢
B°, por lo que B° C]0, /2|, pero como |0, v/2[ € T, tenemos que B° = 0, v/2[.
Ademss, en el segundo apartado hemos probado que B € Cr, ya que v/2 €
R\ Q. Por tanto, tenemos que B = B. Por tanto,

B°=]0,v2[, B=1[0,v2], 9B =B\ B°=/{0}
e) Calcula el interior, la clausura y la frontera de {z} en (R, 7T) para todo = € R.

Veamos en primer lugar que {z} € Cr:
R\ A{z} =] —o0,2z[ U |z,+o0[€e T, C T

Por tanto, tenemos que {z} € Cr, por lo que {z} = {z}.

Calculamos ahora su clausura. En el caso de que z € R\ Q, tenemos que
{z} € T, por lo que [{z}]° = {x}. Supongamos = € Q, y por reduccién al
absurdo supongamos 3W € T con x € W C {z}, por lo que W = {z}. No
obstante, {z} ¢ T, por lo que llegamos a un absurdo y tenemos que N, = (),
por lo que [{x}]° = . Por tanto, tenemos que:

Aplicando la definicién de frontera, tenemos que:

a{x}zm\[{x}]():{ {S-} :i igg\(@

Ejercicio 4.1.17. Sobre R consideramos la siguiente familia de subconjuntos:

B:{:|£L‘—%,l‘+%|: U In.+oo |xeR,neN}

a) Prueba que existe una tnica topologia 7 en R tal que B es una base de 7.

Hemos de comprobar que se dan las condiciones del Teorema 1.13:

B1) Se tiene de forma directa, ya que:

RC( U ]x—%,x+ﬂu]n,+oo[)c U }x—%,HHcU{x}:R

z€R, neN z€R, neEN x€ER

Por doble inclusién se tiene de forma directa.
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B2) Sean By, By € B, consideramos z € By N By, por lo que Jx1,290 € Ry
dny,ne € N tal que:

zE(]xl—ni,xl—i—nil[ U ]nl,—i—oo[)ﬂ(}xg—n%,xg—l—n%[ U ]n2,+oo[>

1

Calculamos la interseccién:

, 1 1 , 1 1
BiNBy=|max<r; — —, o — — p,min r; + —,x9 + — U
nq N2 ni L)
| Jméx{ni,ny}, +ool

Definimos por tanto a,c € R, b,d, e € N de forma que:

1 1
BlﬂBQ:}a+g,c+C—i[ U le, +o00]

Distinguimos en funciéon de donde se encuentre z € By N Bs:

m 2 >e.
Entonces, definimos n3 = e, y sea el abierto bésico

B3 = } (ng+1) — ’)’Lig’ (ng+1) + ’I’Lig|: U |ng, +o00[=|ns, +00]

Tenemos que z € By, vy B3 C B1 N By, ya que n3 = € = ny, No.

m z<e.
Como z < e, tenemos que a — % <z<c+ é. Por tanto, elijo ng € N
tal que:
1 1 1 1
z——>a— 7 2+ —<c+
ns b ns d
Esto siempre es posible, ya que {%}neN — 0. Veamos ademds que
ng > ni:
1 1 1 1 2 1

Por tanto, tenemos que:

1 1 1 2 1 1 2 2 2
At—<nt—<S<i——Ft =7+t —<if——F =S —=—=m=2m
ns nq ny Ny ns ng ny ns N9

Por tanto, tenemos que n3 > n;. Andlogamente tenemos que ng > no
) 3 3 )
por lo que n3 > méax{ni, ny}. Por tanto, tenemos que

ng, +oo[ C Jméx{ny,na},+oo[ = Je, +oo]

Por tanto, definimos Bz = }z — n—lg, z+ nig[ U Ins, +o0[, y tenemos
queZGBgyBchlﬂBg.
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b)

Calcula una base de entornos en z € R de T no trivial.

En primer lugar, hemos de notar que los abiertos de 7 no estan acotados
superiormente. Ademds, decimos que N € N, si 3U € T con z € U C N.
Como U no esta acotado, los entornos de x tampoco lo estan. Por tanto, una
base de entornos de x es:

ﬁx_{]m—l,—i‘%{ , neN}
n

Tenemos que (3, es una base, y en especial numerable.

Prueba que |1, +o0[ es un abierto de T pero | — oo, 1[ no lo es.

Veamos en primer lugar |1, 4+00[. Sea n = 1, z > 2. Entonces,

11,400] = Jz—1,z4+ 1] U ]1,+o0|

Por tanto, tenemos que |1, +oo[ € T. No obstante, | — 0o, 1[ no es un abierto,
por no estar acotado inferiormente. Todos los abiertos estan acotados inferior-
mente por min {x — %, n}, pero | — 0o, 1] no, por lo que no es un abierto.

Prueba que T C 7T,, donde T, es la topologia usual en R.

Sabemos que una base de 7T, son las bolas abiertas. Ademas, los intervalos del
tipo |n, +oo[ también son abiertos métricos, ya que para todo x > n, Ir € Rt
tal que B(x,r) C|n,+o0l.

Por tanto, tenemos que todo U € T es la unién de dos abiertos métricos. Como

la unién de dos abiertos es un abierto, tenemos que U € T,.

No obstante, la otra inclusién no se da, ya que | — 0o, 1[ es un abierto para 7T,
pero no para 7.

Calcula la clausura, el interior y la frontera de los conjuntos | — oo, 2] y [2, +00].

Empezamos con el intervalo | — 00,2]. Veamos en primer lugar que es un
cerrado:
R\ | —00,2] =2, 400l T

Por tanto, como es un cerrado, tenemos que | — 00, 2] =| — 00, 2. Calculemos
ahora su interior. Veamos que (] — 00,2])° = 0.

Por reduccién al absurdo, sea x € (] — o0, 2])°. Entonces, por la caracterizacién
de los puntos interiores, tenemos que 3U € T con x € U C| — 0, 2|, por
lo que U esté acotado superiormente por el 2. No obstante, tenemos que U
es un abierto, por lo que llegamos a una contradiccién ya que los abiertos
en esta topologia no estan acotados superiormente. Por tanto, se tiene que

(] —o00,2])° =10.

La frontera tenemos que es:

0] — 00,2] =] — 00,2] \ § =] — o0, 2]
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Trabajamos ahora con [2,4+00[. Veamos que [2, +o00[ = R:

C) Trivial.

D) Sea z € R. Entonces, tenemos que [2, +oo[ N B # () para todo B € B con
x € B, ya que los abiertos basicos tampoco estan acotados superiormen-
te, y la interseccion de dos intervalos no acotados superiormente es un
intervalo no acotado superiormente.

Por tanto, por la caracterizacién de los puntos adherentes tenemos que
T € [2,400].
Veamos ahora que ([2,4+00[)° =|2, +00].

C) Tenemos que ([2,4+0[)° C [2,+00[. No obstante, el 2 no es un punto
interior, B € B con 2 € B C [2, +00].

D) Sea x > 2. Entonces, |2, +oo[€ T,y z € ]2,+00] C [2,+0o0[, por lo que x
es un punto interior.

Por tanto, tenemos que la frontera buscada es:

0[2, +oo[=R\|2,+00] = | — 00,2]

Ejercicio 4.1.18. Sea (X, 7)) un espacio topoldgico, y sea B una base de 7. Prueba
que, para cada punto x € X, la familia:

B,={BeB|ze B}

es una base de entornos abiertos del punto z.

Para demostrar que (3, es una base de entornos, tenemos que ver que dado
N € N,, entonces 4B, € Bconx € B, C V.

Como tenemos que N € N,, entonces 3U € T con x € U C N. Por ser B una

base de la topologia, tenemos que U = |J B, por lo que 3B, € B tal que
BeRB

reB,C|JB=UCN
BeB

Por tanto, tenemos que (3, es una base de entornos.

Ejercicio 4.1.19. En R? se considera para cada z € R?, la familia de conjuntos
B, = {{z}UA.}.~0, donde A. es una bola abierta de centro z y radio ¢ a la que se le
han quitado un ntmero finito de radios. Demuestra que (3, es una base de entornos
de z para alguna topologia 7 en R2. (R?, T recibe el nombre de plano agrietado.

En primer lugar, dado z € R?,¢ € RT, I C R, seguiremos la siguiente notacién:

R** = {Conjunto de radios de la bola B(z,¢)}
R7* = {Subconjunto de radios de la bola B(z,¢) indexados en I} C R*?
AZ = B(z,e) \ Ry®, con [ finito.

Para ello, usamos el Teorema 1.19, por lo que comprobamos las siguientes 4
condiciones:
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V1)

V2)
V3)

V4)

Evidentemente, se tiene que 3, # (). De hecho, tiene una cantidad no numerable
de elementos, ya que € € R™.

Trivialmente, se tiene que si V' € 3., entonces z € V' por definicién de ..

Sea Vi = {z} U AZ , Vo = {z} U AZ . Entonces, V1 NV, = {z} U (4Z, N AZ)).

Veamos ahora el valor de AZ N AZ, . Tenemos que:

A = B(z,e1) \ R}, con I finito.
A:, = B(z,e2) \ R}, con J finito.

Sea ahora €3 = min{e, e2}. Entonces,
AL NAZ = B(z,e3)\(R]PURT") = B(z,e3) \ (R "URT”) = B(z,e3) \ Ry};

Como I, J son finitos, tenemos que I U J es finito. Por tanto, AZ NAZ = AZ ,
yVa=VinVy, ={2} UAZ € p..

Sea V ={z} UAZ = {2z} UB(z,¢) \ R}, con I finito. Entonces, 3§ € R, con
0 < d < e,y consideramos V' = {z} UAZ = {z} UB(2,6) \ RY* C V, ya que
A C AZ por ser una bola centrada en el mismo punto, de menor radio, a la
que se le han quitado los mismos radios.

Dado x € V', consideramos v € R*. Notemos que B(z,7) € (., ya que
B(z,v) = {z} U B(z,7) \ R", con I = ). Busquemos ahora y € R* tal que
B(z,y) C V.

Para ello, en primer lugar tenemos que, como x € V' C V, entonces d(z, z) < &,
por lo que 3¢/ € RY tal que d(z,z) + v < €. De esta forma, tendrfamos que
B(z,v") C B(z,¢e). No obstante, podriamos tener que alguno de los radios
eliminados cortase a B(z,7’), provocando que la inclusién no se dé.

Buscamos ahora v € R de forma que B(x,v) C B(x,7') pero que no esté
cortada por ningtn radio. Para ello, sabemos que z € AZ, por lo que no se
encuentra en ningun radio eliminado. Es decir, d(z, R;*) > 0 Vi € I. Consi-
deramos v; = d(z, R;”*) > 0 la distancia desde = hasta cada radio medida de
forma perpendicular. Entonces, sea ahora v = min{+',~; | ¢ € I}, que existe
por ser [ finito. Tenemos por tanto que v < ', por lo que B(z,v) C B(z,7’).
Ademds, como v < 7;, tenemos que B(z,7) no es cortada por ningun radio.
Tenemos por tanto que, dado = € V', IV, = B(z,v) € B, y Vo C V.

Ejercicio 4.1.20. Sea (X,7) un espacio topolégico, z € X y sea (3, una base de
entornos de x. Prueba que la familia 8, = {V° | V € (.} es una base de entornos
abiertos del punto x.

Para ver si B; es una base de entornos de x € X, es necesario ver que 3, C N,
y que dado N € N, I3V € 3, talque V.C N. N N

Veamos en primer lugar que 3, C N,. Sea V € (,. Entonces, V = V° con
V € B,. Por ser V € f3,, tenemos que 3U € T con x € U C V. Por tanto, como
U CV, tenemos U C V°, ya que el interior es el abierto mas grande contiendo en
V. Por tanto, tenemos que x € U C V° C V, por lo que V =V° € N,.
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Sea ahora N € N,. Por ser 3, una base de entornos, tenemos que IV € f3,
tal que V' C N. Por definiciéon de (3., tenemos que 3V = V° € [3,, y se tiene que
VeV C N. Por tanto, es efectivamente una base de entornos.

Ejercicio 4.1.21. En el espacio topoldgico (R, Ts) de la recta de Sorgenfrey, calcula
la clausura de los siguientes subconjuntos:

1. N:

Veamos que los naturales son un conjunto cerrado. Para ello, vemos si su
complementario es abierto:

R\N=R~UI0,1[U (U]n,n+1[>

neN

Veamos que esa uniéon numerable es abierta. Para ello, vemos en primer lugar
si Jn,n+1[€ Tg, con n € N. Esto se da si y solo si, dado = €]n,n+ 1], se tiene
que Je € RT tal que [z,z+¢[ C |n,n+1[.
Sea z € R tal que n < z < n + 1. Entonces, (n + 1) — 2 > 0. Entonces, sea
€= W, y se tiene que [z,x+¢[ C |n,n+ 1[. Claramente, x > n. Veamos
ahora que r +¢ <n+1:

n+1)—x (+1)+=x

r+e = x+ 5 = 5 <n+tl <<= nt+l4+xr < 2n+2 <=z < n+1

Por tanto, tenemos que dado n € N, el conjunto |n,n + 1] es un abierto,
por lo que esa unién numerable también lo es. Ademads, de forma andloga se
demuestra que R~ y [0, 1[ también lo son. Por tanto, R \ N es un abierto, por
lo que, N € Cy,. Por tanto,

N=N

2. 7

Veamos que los enteros son un conjunto cerrado. Para ello, vemos si su com-
plementario es abierto:

R\Z=|Jlz, 2+ 1

2€E7Z

Tenemos que R\ Z es claramente un abierto, con una demostraciéon andloga a
la del apartado anterior. Por tanto, Z € Cr,, por lo que

7Z=17

3. Q:
Veamos que Q = R. La inclusién Q C R es evidente. Veamos la otra inclusién.

Sea z € R, y consideramos U € T, con x € U, por lo que de € R* tal que
[,z +¢e[ CU. Porla densidad de Q en R, 3¢ € Q tal que ¢ € [z,x+¢] C U.
Por tanto, se tiene que Q N U # 0.

Al ser esto para todo U € T, con x € U, por la caracterizacion de los puntos

adherentes tenemos que = € Q.
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4. ]a,b]:
Veamos que |a, b] no es un cerrado. Tenemos que R\ ]a, b] = |—o00, a]U |b, +o0],
y consideramos ahora el extremo superior del primer elemento de la union,
a € R\ Ja,b]. Tenemos que fc € R* tal que [a,a+¢[ C R\ ]a,b], por lo que
R\ Ja,b] no es un abierto, y por tanto |a,b] no es un cerrado.

Veamos ahora que [a, b] si 1o es. Su complementario R\ [a, b] = |—o00, a[ U ]b, +o0]
es la unién de dos abiertos y, por tanto, es un abierto. Por tanto, [a,b] es un
cerrado.

Calculemos ahora la clausura. Sea ]a,b] = A. Entonces, Ja,b] C A. Ademds,
como la clausura es el menor cerrado que contiene a |a,b] y [a,b] € Cr,
tenemos que A C [a, b]. Por tanto,

la,b] C A C [a,b]

Como la clausura es un cerrado, tenemos que |a, bl = A = [a, b].

5. [a,bl:
Veamos que es un cerrado. Para ello, tenemos que su complementario es R \

l[a,b] = ] —o00,a[ U [b,+00[, que es la unién de dos abiertos. Entonces, al ser
su complementario un abierto, tenemos que [a, b] es un cerrado.

Por tanto, tenemos que |[a, b] = [a, b].

6. A:{l|nEN}:
n

Veamos que A no es un cerrado:

R\A=R"U{0}U ]1,+00[ U (UH”LD

neN

Este conjunto no es abierto, ya que dado 0 € R\ A, no existe ¢ € R tal que
0,0 +¢[C R\ 4, ya que Ve € R*, In € N tal que £ € [0,0 + [ por ser
{1} —o0.

Por tanto, A no es un cerrado. No obstante, A U {0} si lo es, ya que su com-
plementario es unién de abiertos.

Por tanto, como A es el menor cerrado que contiene a A, tenemos que A C
A C AU{0}. Como A es un cerrado, tenemos que

E:AU{O}:{%MGN}U {0}

1
7. B:{——|nEN}:
n

Veamos que es un cerrado:

R\B=R"U{0}U ] —o00,1[ U (U}_%_HLD —

neN

= [0,+00[U] —00,1[ U (U}‘%%LD

neN
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En este caso, tenemos que el complementario es la unién de tres abiertos, por
lo que es un abierto. Por tanto, tenemos que B es cerrado, por lo que B = B.

Ejercicio 4.1.22. En (R, 7¢r) calcula la clausura, el interior y la frontera de:

1. N:

En (R, 7cr), tenemos que Cr.,, = {R}U{A C R | A finito}. Ademés, sabemos
que NCN, yNe C7.p- Por tanto, como N es un conjunto infinito, tenemos
que N = R.

Analogamente, calculemos ahora los abiertos de esta topologia. Tenemos que
Ter = {0} U{A C R | R\ A finito}. Como R no es numerable, para que
el complementario de A sea finito, A tampoco puede ser numerable. Como
[N]° € N numerable, tenemos que [N]° es numerable. Ademéds, como [N]° €
Tor, tenemos que es el conjunto vacio o no es numerable. Por tanto, [N]° = ().

Por tltimo, por definicién tenemos que ON = R.

2. Z:

Sabemos que Z C Z, y Z € Cr,. Por tanto, como Z es un conjunto infinito,
tenemos que Z = R.

Respecto al interior, como [Z]° C Z numerable, tenemos que [Z]° es numerable.

Ademas, como [Z]° € Tor, tenemos que es el conjunto vacio o no es numerable.
Por tanto, [Z]° = 0.

Por 1ltimo, por definicién tenemos que 0Z = R.

3. Q:
Sabemos que Q C Q, y Q € Cr,,.. Por tanto, como Q es un conjunto infinito,
tenemos que Q = R.

Respecto al interior, como [Q]° C Q numerable, tenemos que [Q]° es nume-
rable. Ademads, como [Q]° € Tcr, tenemos que es el conjunto vacio o no es
numerable. Por tanto, [Q]° = 0.

Por tltimo, por definicién tenemos que 0Q = R.
4. B={0,1}:
Como B es finito, tenemos que es cerrado y, por tanto, B = {0, 1}.

Respecto al interior, como B° C B numerable, tenemos que B° es numerable.
Ademas, como B° € Top, tenemos que es el conjunto vacio o no es numerable.
Por tanto, B° = ().

Por 1ltimo, por definicién tenemos que 0B = B = {0, 1}.

Ejercicio 4.1.23. Calcula los puntos de acumulacién y los puntos aislados del sub-
conjunto A en los siguientes casos:

1. (X,T:) y AC X, con |A] >2

En primer lugar, calculamos la adherencia. Como C7; = {0, X}y A € CF,
tenemos que A = X.
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Para ver los puntos de acumulacién tenemos que, fijado x € X, tenemos que
el inico abierto que contiene a x es X. Por tanto, x € A, ya que:

Un(A\{z}) = XN (A\{z}) = (A\{z}) #0 VU €T, v €U

donde no es el conjunto vacio ya que |A| > 2.

Por tanto, A’ = X. Por consiguiente, no tiene puntos aislados.

Como Cr,,.. = P(X), tenemos que A = A.

Veamos los puntos aislados. Sea x € A. Entonces, {z} € Taise, y AN{z} = {2},
por lo que tenemos que x es un punto aislado de A. Por tanto, tenemos que
todos los elementos de A son puntos aislados.

Sea ahora x € X, y veamos si es un punto de acumulaciéon. Como todos los
puntos de A son aislados, tenemos que z ¢ A. Ademads, tenemos que {x} es
un abierto en Tg.. Por tanto, tenemos que AN ({z}\ {z}) =0, con {z} € T,
x € {x}. Por tanto, x no es un punto de acumulacién, por lo que A" = ().

3. (X,7cr) vy A C X finito.

Si X es finito, tenemos que Top = Tyise, por lo que estamos en el caso anterior.
Suponemos X infinito.

Como A es finito, tenemos que A = A. Dado = € A, para ver los puntos
aislados, sabemos que A \ {z} es finito. Por tanto, consideramos el siguiente
abierto:

U=X\(A\{z}) = (X \ A)U{z} € Tor

Por tanto, tenemos que ANU = AN[(X\ A)U{z}] = {z}. Por tanto, tenemos
que z es un punto aislado de A. Es decir, todos los puntos de A son aislados.

Sea ahora x € X, y veamos si es un punto de acumulaciéon. Como todos los
puntos de A son aislados, tenemos que =z ¢ A. Ademéds, como A es finito,
tenemos que X \ A € Top. Entonces:

AN((XN\N A\ A{z}) = AN (X \ (AU{z})) =0

Entonces, x ¢ A’, y por tanto A’ = ().

Como R\ A =] —00,0]U ]1,400[, que no es un abierto. No obstante, [0, 1] s

es un cerrado, por lo que A = [0, 1].

Para 1 € A, tenemos que U = [1,2[. Ademés, UN A = {1}, por lo que tenemos
que 1 es un punto aislado de A.

Para z € A\ {1} = [0, 1], tenemos que AN (U \ {z}) # 0 para todo U € Tg y
x € U. Esto se debe a que, como U € T, entonces J¢ € R* con z+ £ € U para
todo n € N. Ademds, x + £ € A para cierton € N, ya que £ >0y {%} — 0.
Por tanto, A’ = [0, 1].
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Ejercicio 4.1.24. ;Para qué espacios topolégicos (X,7) se cumple que X es el
unico subconjunto denso?

Nos pide que para qué espacios topoldgicos (X, 7T ) se cumple que, dado A C X,
se tiene que A =X = A = X.

Dado x € X veamos que {z} € T. Para ello, razonamos con que X \ {z} € Cr.
Veamoslo:

X\ {z}c X\{z2} C X

Como X # X \ {z}, entonces, X \ {z} no es denso, por lo que X \ {z} # X. Por
tanto, tenemos que X \ {z} = X \ {z}, teniendo entonces que es un cerrado.
Por tanto, tenemos que {z} € T para todo = € X; y como la unién de abiertos

es un abierto, se tiene que 7 = P(X). Por tanto, se tiene que la topologia es la
discreta, T = Tgisc-

Ejercicio 4.1.25. Sea (X, 7) un espacio topolégico y D un subconjunto denso de
(X, T). Demuestra que para todo subconjunto abierto A C X se tiene DN A = A.

C) Tenemos que DN A C DN A. Como D es denso, tenemos que D = X, por lo
que:

DNACDNA=XNA=A

D) Sea z € A. Entonces, por la caracterizacion de los puntos adherentes tenemos
que ANU # 0, YU € T, con x € U. Ademds, como A, U son abiertos, tenemos
que su interseccion es un abierto.

Como D es denso, tenemos que D = X. Por tanto, U' N D # () para todo
U’ € T. Tomando U' = AN U dependiente de U, tenemos que

DA ANU)ND=(AND)NU#0, YUET, €U
Habiendo llegado por tanto a que z € AN D.

Ejercicio 4.1.26. Prueba que en (R",7,) se verifica:

a) B(z,e) = B(z,¢).

C) Como B(x,e) C B(x,e) € Or,, v la clausura se define como el menor
cerrado que contiene a B(z,r), tenemos que B(x,¢) C B(z,¢).

D) Sea y € B(w,¢e), por lo que d(z,y) < e. Si d(x,y) < €, tenemos que
y € B(z,e) C B(z,¢€). Supongamos por tanto que d(z,y) = «.
Veamos que B(x,e) NV # ) para todo V € (3, base de entornos de y.
Notemos V = B(y, ), con § € R*.

Para ver que B(z,¢) N B(y,d) # 0, consideramos z = tx + (1 — t)y, con
t € R. Veamos si dt € R tal que z pertenezca a ambas bolas.

Tenemos que z € B(x,¢) siy solo si d(z, z) < e. En este punto, aplicamos
que R™ es un espacio métrico:

d(x, z) = [lo—z|| = [le—te—(1-t)y|| = 1=t[-|lz—yll = [1—-t]-d(z,y) = e[1-H]
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Por tanto,
2z € B(x,e) <= d(z,2) <e <=1 —t] <1 <= |t| €]0,2].

Anélogamente, tenemos que z € B(y,d) si y solo si d(y, z) < §. Usando
que R™ es un espacio métrico:

d(y, 2) = llz =yl = Itz + (1 = t)y —yll = |tz — tyl| = [t| - d(z,y) = € - [{]

Por tanto,

zeB(y,5)<:>d(y,z)<5<:>5-|t|<5<:>|t|<g.

Por tanto, necesitamos 0 < ¢ < min {2, — ¢, que es posible ya que ambos
€

nimeros son positivos y por la densidad de R en R.

Por tanto, como Ve, € R hemos encontrado que 3t € R que cumple
que z pertenece a ambas bolas, tenemos que la intersecciéon no es nula.

Por tanto, tenemos que y € B(z, ).

b) [B(z,¢)]° = B(x,¢).

C) Sea y € [B(r,¢)]° C B(z,¢). Entonces, tenemos que d(z,y) < e. Si
d(z,y) < e, se tiene que y € B(x,e). Veamos ahora que no se puede
dar el caso de que d(z,y) = . Supongamos que si, y llegaremos a un

absurdo.
Como y € [B(x,¢)]°, tenemos que 36 € R* tal que B(y,d) C B(x,e).
— )
Consideramos? ahora z = y + gL 0
ly — =] 2

Veamos que z € B(y, d) usando que R" es un espacio métrico:

y off _ly—=l 6 9
d = |lz—y| = —|| = —==<) B(y, 4
R e B N e L R
Veamos ahora que z ¢ B(z,¢):
o) = emal = =) (14 5 )| = s g = o4

Por tanto, tenemos que z € B(y,d), z ¢ B(x,¢). Por tanto, hemos llegado
a un absurdo, y concluimos que no se puede dar que d(zx,y) = «.

D) Tenemos que B(z,¢) C B(x,¢), por lo que:

B(w,e) = [B(z,¢)]° C [B(z,¢)]°

2Intuitivamente, desde el punto %, nos “alejamos” una cantidad g, de forma que z estara en la
bola de radio d, pero ya no estara en la bola de radio e.
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¢) dB(x,e) = 0B(x,¢) = S(x,¢).

Usando que las bolas cerradas son cerrados métricos, y las bolas abiertas son
abiertos métricos; y usando los dos apartados anteriores, tenemos que:

.Son ciertas las igualdades anteriores en todo espacio métrico?

No, ya que tanto en el apartado a) como en el b) hemos usado que R" es un espacio
métrico. Por ejemplo, en (X, dy;s.) tenemos que Ty = Tgise. Entonces, consideramos
el contraejemplo para € = 1. Entonces,

B(z,1) = X ¢ B(x,1) = {z} = {«}
[B(z,1)]" = [X]° = X ¢ B(x,1) = {«}
Ejercicio 4.1.27. Un conjunto A de un espacio topolégico (X, T) se dice frontera
si A C 0A. Demuestra que:
1. Aes frontera <= A° = <— X \ A = X.

Demostramos en primer lugar la primera equivalencia:

—) Tenemos que A C 9A = A\ A°. Ademds, sabemos que A° C A.

Por reduccién al absurdo, sea © € A°. Entonces, tenemos que x € A pero
x ¢ JA, por lo que A ¢ JA, llegando por tanto a una contraccién. Por
tanto, A° = ().

<) Partimos de que A° = ), por lo que A = A. Ademés, también sabemos
que A C A. Por tanto, tenemos que A C 0A.

Veamos ahora la tercera equivalencia. Sabemos que X \ A = X'\ A°. Por tanto,
sabemos que:

X\A=X <= A=

2. En (R, 7,), se tiene que Q y R\ Q son conjuntos frontera.

Para verlo, demostramos que el interior de ambos conjuntos es el conjunto
vacio.

Supongamos que no, y sea x € [Q]°. Entonces, Ja,b € R, a < b, tal que
x €la,b] C Q. No obstante, por la densidad de R\ Q tenemos que Jy € R\ Q
tal que y €la, b], por lo que la inclusién vista no se puede dar, llegando por
tanto a una contradiccién. Tenemos que [Q]° = 0.

Andlogamente, tenemos que [R\ Q]° =
Por tanto, por la equivalencia vista en el apartado anterior tenemos que ambos

conjuntos son frontera.

Ejercicio 4.1.28. Un conjunto A de un espacio topolégico (X, T) se dice enrarecido
si (A)O = (). Demuestra que:
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1. Si A es enrarecido, A es frontera.
Si A es enrarecido, tenemos que (Z)O = (). Por tanto, como A C Z, tenemos
que A° C (Z)O = (). Por tanto, A° = (), por lo que A es frontera.

2. Un subconjunto frontera y cerrado es enrarecido.
Al ser frontera, tenemos que A° = (). Al ser cerrado, tenemos que A = A. Por
tanto, ) = A° = (A) , por lo que A es enrarecido.

3. SiU € T, entonces OU es enrarecido.

Calculamos por tanto W] °. v veamos si es el vacio. Por definicién de frontera
y sabiendo que U € T, tenemos que:

oy - [ - [T

Veamos ahora que U \ U es cerrado. Tenemos que U\ U = U N (X \ U).
Tenemos que U € T, por lo que X \ U € C7. Por tanto, tenemos que U \ U
es la composicién de dos cerrados, por lo que es un cerrado. Por tanto,

@)’ - [ - [0 - o)

Expresando el complementario como una interseccién, y sabiendo que el abier-
to de la interseccion es la interseccién de los abiertos, tenemos que:

@0 = [0\v°] = [T\U] = [0\U]" = [Tn(x\0))" = [0)"n[x \ 0
Tenemos que [X \ U]° = X \ U. Por tanto, finalmente llegamos a que
U] = [0)' nx\U
No obstante, se tiene que [U]" C U, por lo que:
0] = [0]°NX\Tc=TnX\T=0
Por tanto, tenemos que OU es enrarecido.

4. Todo subconjunto cerrado y enrarecido es la frontera de un abierto.

Sea A cerrado y enrarecido, y comprobemos que es la frontera de un abierto.
Sea el abierto U = X \ A € T, que es abierto por ser A cerrado. Veamos que
oUu = A.

OU=0(X\A)=04=A\ A°

donde he usado que la frontera de un conjunto coincide con la frontera de su
complementario. Ahora, como A es cerrado, tenemos que A = A. Ademas, al
ser enrarecido, en el primer apartado hemos visto que A° = (). Por tanto,

U =0(X\A) =0A=A\A"=A\0=A

De esta forma, hemos visto que dado un cerrado y enrarecido A € Cr, es la
frontera de un abierto, U € T.
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Ejercicio 4.1.29. Demuestra que todo subconjunto cerrado de (R2,7,) es la fron-
tera de algin subconjunto de R2.

Sea C' € C'r, un subconjunto cerrado de (R?, 7). Tenemos que encontrar A C R?
tal que 0A = C.

Tenemos que (R? 7,) es 2AN, por lo la topologfa inducida al restringir sobre
C' también es 2AN (por ser 2AN es hereditario). Por tanto, 3{ B, },en base de
(C,(Tu)c). Definimos A C C' = {a,, | n € N}, donde a,, € B, para todo n € N.
Tenemos que A es numerable, veamos ahora que es denso en C'.

Por la definicién de A, tenemos que AN U # 0 para todo U € (T,)¢c, ya que

ANB, #0paratodone Ny U= |J Bj. Por tanto, tenemos que es denso.
jeJCN

Por tanto, hemos demostrado que (C,(7,)c) es separable, y el conjunto denso

. : —C
en C' y numerable que contiene es A. Es decir, A C C' con A~ = C'. Veamos que su
cierre en R? también es C, es decir, A = C.

C) Como A C C, entonces A c C. Como C es cerrado, tenemos que C' = C, por lo
que A C C.

D) Como A°—Anc = C, tenemos que C C A.

Por tanto, tenemos que A = C. Veamos ahora que A° = (). Supongamos, por
reduccién al absurdo, que x € A°. Entonces, 9z € R e € R* tal que B(z,¢) C A,
pero esto no es posible ya que las bolas son no numerables y A es numerable. Por
tanto, A° = ().

Entonces, tengo que 04 = A\ A° = C\ 0 = C.

Ejercicio 4.1.30. Sea (X, 7) un espacio topolégico y {A;}ie; una familia de sub-
conjuntos de X tal que |J[A;]° = X. Entonces, U € T siy solo si se tiene que

el
UNA;€Ta, Viel.
—) Trivial por definicién de la topologia inducida.
<=) Veamos que U € T. Dado ¢ € I, tenemos que [A;]° € T, por lo que por
definicién de topologia inducida se tiene que [A4;]° N A; = [A;]° € Ta,. Ademas,

tenemos que U N A; € T4,. Como la interseccién de dos abiertos es un abierto,
tenemos que U N A; N[A;]° =UN[A]° € Ta,.

Como UN[A;]° € Ta,, por definicién de topologia inducida se tiene que 3V; € T
(tiene el subindice i ya que depende del valor inicial escogido) tal que U N
[/140 — ‘Q F]/4¢

Veamos ahora las uniones en [, para las cuales lo anterior es cierto, ya que era

cierto para i cualquiera. Veamos primero que |J A; = X:
iel

X=JAapPclJaicx

i€l el
Tenemos por tanto los dos siguientes resultados:
Uoina = (Uv) N (Ua) - (Uv) nx-ye
icl iel iel iel iel
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oniap v (Yar)-vnx-o

el el

Como U N [A;]° = V; N A; para todo i € I, tenemos que:

U= JUnaP)=Jvind) = JvieT

el el el

donde sabemos que es un abierto por ser uniéon de abiertos.

Ejercicio 4.1.31. Sea (X,7) un espacio topolégico y A C X un subconjunto no
vacio. Sea a € Ay (B, una base de entornos de a en (X, 7). Prueba que la familia

(5A)a:{BmA|B€6a}

es una base de entornos de a en (A, Ty).

Demostrado en la Proposiciéon 1.28.

Ejercicio 4.1.32. Sea (X,7) un espacio topolégico, A C X un subconjunto no
vacio y B C A. Prueba que:

1. B°N A C B°4. Da un ejemplo de que en general no se tiene la igualdad.

Demostrado en la Proposicion 1.28.

2. 04(B) C AN O(B). Da un ejemplo de que en general no se tiene la igualdad.

Demostrado en la Proposiciéon 1.28.

Ejercicio 4.1.33. Consideremos el conjunto A = [—1,0[ U ]0,2[ U {3} de R con
la topologia (7,)4 inducida en A por 7T,,.

1. Estudia si los conjuntos {3} y 0, 2[ son abiertos o cerrados en (A, (7))

Los tres apartados de este ejercicio los resolvemos aplicando la Proposicién
1.28.

Tenemos que {3} = AN } g, g [, siendo ese intervalo un abierto en (R, 7,). Por

tanto, {3} € (T,)a. Ademds, {3} = AN [2, 1], siendo ese intervalo cerrado
un cerrado en (R, 7,). Por tanto, {3} € C(1,),. Es decir, es cerrado y abierto

a la vez.

Veamos ahora ]0,2[. Tenemos que ]0,2[= AN ]0,2[, siendo este un intervalo
abierto y, por tanto, un abierto en esta topologia. Por tanto, ]0,2[€ (T,)a.
Ademas, ]0,2[= AN [0,2], siendo este un intervalo cerrado y, por tanto, un
cerrado en esta topologfa. Por tanto, 0, 2[€ C(t,),. Es decir, también es cerrado
y abierto simultaneamente.

2. Comprueba si [—1, —1] es entorno de —1 en (4, (T,)4).

Tenemos que [—1, —%] =AnN [—g, —%], y el segundo es un entorno de —1 en
(R, 7T,). por tanto, por la Proposicién 1.28, tenemos que si es un entorno de

—len (7,)a.
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3. Calcula la clausura de [—1,0[ en (A, (Tu)a)-
A -

Tenemos que [—1,0] = AN[-1,0[=AN[-1,0] =[-1,0[.

Ejercicio 4.1.34. Si (X, d) es un espacio métrico y A C X es un subconjunto no
vacio, e define dy : A x A — R como da(x,y) = d(z,y), Vz,y € A. Prueba que:

1. (A,d4) es un espacio métrico.

Para ello, y como A # (), solo falta ver que, efectivamente d4 es una distancia.
Esto se obtiene de forma directa e inmediata, ya que d lo es.

2. (Ta)a = Ta,; es decir, la topologia inducida en A por 7 coincide con la topo-
logia asociada a d 4.

Tenemos que:

Ta, ={U C A|3Ba(z,e) CU Vz € U}
(T)a={VNA|VET}={VNA|IB(x,e)CV VxeV}

Demostramos la igualdad por doble inclusion:

C) Sea U € (T3)a. Entonces, U = VN A, con V' € Tg; es decir, existe una bola
B(z,e) C V para todo z € V.

Como U C V, tenemos que 3B(z,e) C V para todo z € U. Por tanto,
B(z,e)NACVNA=U. Ademés, tenemos que B(z,e) N A = Ba(x,¢),
por lo que tenemos que 3B(z,¢) tal que By(x,e) C U.
Por tanto, U € Tg,.

D) Sea U € Tgy,, por lo que 3B4(z,¢) = B(x,e) N A C U para todo z € U.
Veamos ahora que:

U=JBena) =4 |JB(ze)
zelU zelU
donde B(z,e) N A C U, que hemos visto que existe por ser U € Tg,.
C) Seax € U C A, por lo que x € A. Ademés, x € B(z,¢). Por tanto,
esta en la union descrita.

D) Sabemos que B(z,e) N A C U para todo z € U. Como la unién es en
x € U, tenemos que la unién sigue siendo un subconjunto de U.

Por tanto, tenemos que U = VNA, con V = |J B(x,¢) unién de abiertos,
zeU
por lo que V € 7T,.

Ejercicio 4.1.35. Sea (X,7) un espacio topolégico. Diremos que una sucesién
{Zp}nen converge a un punto x € X si para todo entorno V' € N,, existe ng € N
tal que x,, € V para todo n > ng. Si la sucesion {z,}n,en converge a x diremos
x € nlgrolo x, y diremos que x es un limite de la sucesién {x, },en. Prueba las siguientes

afirmaciones:

a) En un espacio topolégico Hausforff (T2), una sucesién convergente tiene un
Unico limite.

Esta demostrado en la Proposicién 1.31.
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b) Sea (X, T) un espacio topoldgico, {x, }nen una sucesién en X, x € X y 3, una

base de entornos de x. Entonces x € lim =z, si y solo si para todo B € (,,
n—o0

existe ng € N tal que x,, € B para todo n > ny.

=) Como x es un limite de la sucesién, tenemos que se cumple la condicién
del enunciado para todo N € N,. Como S, C N,, tenemos que también
se cumple para todo B € [3,.

<) Tenemos que la condicién del enunciado se cumple para todo entorno
basico. Veamos que se cumple también para todo entorno.

Sea N € Nyx. Entonces, por definicién de base de entornos, tenemos que
dB € 3, tal que B C N. Por hipdtesis, tenemos que Ing € N tal que
xo9 € B C N para todo n > ng, por lo que se tiene.

¢) En un espacio (X, 7;) con la topologia trivial, cualquier sucesién en X converge
a todos los puntos de X (una sucesién puede converger a més de un punto).

Tenemos que T; = {0, X}. Dado = € X, calculemos en primer lugar N,.
Tenemos que N € N, si y solosi U € T con z € U C N. Como x € U,
entonces U # (), por lo que U = X. Como X = U C N, tenemos que N = X.
Por tanto, hemos visto que dado x € X, N, = {X}.

Veamos ahora que, dado x € X, cualquier sucesién en X converge a x. Como
N, = {X} y z, € X, tenemos que VN € N, existe ny € N tal que z, € N
para todo n > ng. Podemos tomar ng = 1, por ejemplo.

d) Sea (X, d) un espacio métrico, {x, }nen una sucesién en X y x € X. Entonces,
{Zn}nen converge a z en (X, 7y) siy solo si, para todo € > 0, existe ng € N
tal que d(x,z,) < € para todo n > ny.

Tenemos que, dado x € X, una base de entornos de = en (X, 7;) son las bolas
abiertas que contiene a x. Es decir, 8, = {B(x,¢) | ¢ € R*}. Entonces, por el
apartado b) de este ejercicio, tenemos que:

r € lim z, <= Ve € RY, Ing e N |z, € B(z,¢e) Vn = nyg

n—oo

< Ve e R", Ing e N|d(z,z,) <e Vn >ny

e) En el espacio topolégico (R, 7on) prueba que una sucesion {x, }n,en converge
a x € R si y solo si existe ng € N tal que x,, = x para todo n > ny.

—) Supongamos que z es un limite de la sucesién. Entonces, tenemos que
VN € N,, dng € N tal que z,, € N para todo n > ny.

En concreto, y como {U € T | x € U} C N, tenemos que VU € T con
x € U, dng € N tal que z,, € U para todo n > nyg.

Consideramos ahora el conjunto U = (R\ {z, | n € N}) U {z}. Veamos
ahora su complementario:

R\U = R\(R\ {z, [ n € N)NR\{z} = {z, | n € N}NR\{z} = {z, [ n € N}\{z}

Por tanto, tenemos que R \ U es numerable, ya que R no es numerable
pero U si. Por tanto, U € Top. Ademas, claramente x € U. Por tanto,
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y aplicando que la sucesién converge a x, tenemos que Ing € N tal que
T, € U para todo m = ny.

Como z,, € U = (R\{z, | n € N}) U{z}, tenemos que z,, = x para
todo m > ng, quedando por tanto demostrado lo pedido.

<) Como x € N para todo N € N,, se tiene de forma directa.

Notemos que en la demostracién tan solo se usa que R no es numerable, por
lo que este resultado es cierto para todo (X, Tor) con X no numerable.

Sea (X, T) un espacio topolégico, y A C X un subconjunto no vacio. Suponga-
mos que existe {a, },en una sucesion de puntos en A que converge a un punto
x € X. Entonces = € A.

Como z es un limite, tenemos que para todo N € N,, dng € N tal que a,, € N
para todo n = ny.

Por tanto, tenemos que NN A # (), ya que {a, | n = no} C N N A. Por tanto,
tenemos que x € A.

Sea (X,7) y A C X un subconjunto no vacio. Si x € A° entonces para
cualquier sucesién de puntos {x, },en que converge a z, existe ng € N tal que
x, € A para n > ny.

Sea una sucesién de puntos {x,},eny que converge a x. Entonces, para todo
N € N,, tenemos que existe ng € N tal que x,, € N para n > ny.

Veamos por tanto si A € N,. Esto solo ocurrird si 3U € T tal que x € U C A,
y ese abierto es U = A°.

Sea (X,T) un espacio topolégico 1AN, A C X un subconjunto no vacio y
x € A. Entonces, existe una sucesién de puntos de A que converge a x. Da un
contraejemplo de que esto no tiene por qué ser cierto si (X,7) no es 1AN.

Por ser 1AN, tenemos que todo  punto, en concreto z, tiene una base de entor-
nos numerable. Sea dicha base £, = {V,, | n € N}.

Definimos ahora la familia 8, = {V,, | n € N} de la forma V,, = () V. Por el
k=1
apartado 2 de la Proposicion 1.32, tenemos que es una base de entornos en la

que V; C V; para todo ¢ > j. Ademds, es numerable.

Ademdés, como = € A, tenemos que ANN # () para todo N € N,. En concreto,
tenemos que ANV, # () para todo n € N.

Definimos entonces {a, }nen tal que a, € ANV, de forma que tenemos que
a, € A para todo n € N. Tan solo falta por comprobar que converge a x.

Para ello, veamos que VV,, € 3., Ing € N tal que a,, € V,, para todo m > ny.
Equivalentemente, tenemos que ver que Vn € N, dng € N tal que a,, € V,
para todo m > ng. Tomamos ng = n, y veamos que para m > ng se tiene que
Qp € V.

= Si m = ng = n, entonces a,, € V, trivialmente, por eleccién de a,,.
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= Si m > ng = n, entonces a,, € V,, trivialmente, por eleccién de a,,.
Ademas, como m > n, tenemos que V,, C V,,, por lo que a,, € V,,.

Es decir, tenemos que a,, € V, para todo m > ny = n. Es decir, {a,}nen
converge a .

Para el contraejemplo, trabajamos con (R, 7o), que se ha visto en teorfa que
no es 1AN por no ser R numerable, y consideramos A = R\ Q. Veamos que

A=R:

C) Trivialmente, se tiene que A C R.
D) Sea x € R. Entonces dado X numerable, x ¢ X se tiene:

ANRAX = (R\Q)NER\X) =R\ (QUX) #0

donde hemos especificado que no es vacio, ya que R es no numerable, y
Q, X si lo son, y la unién de numerables es numerable. Por tanto, como
xr ¢ X y X es numerable, tenemos que z € R\ X € Toy. Como la
interseccion con A es no nula, tenemos que = € A.

Consideramos ahora * = 1 € A\ A, y supongamos que existen puntos de
A =R\ Q, {an}nen que converge a x = 1. Por el apartado e), al ser el espacio
topoldgico (R, Ton ), tenemos que esto solo es posible si Ing € N tal que a,, = z
para todo n # ng. No obstante, a, =z = 1 ¢ A, pero a,, € A, ya que es una
sucesion de puntos de A. Por tanto, llegamos a una contradiccion, y tenemos
que dicha sucesién de puntos de A que converge a x = 1 no existe.

Sea (X,7) un espacio topologico 1AN; A C X un subconjunto no vacio.
Supongamos que para cualquier sucesiéon de puntos {z, },en que converge a z,
existe ng € N tal que x,, € A para n > ng. Entonces x € A°.

Demostramos el reciproco. Supongamos que = ¢ A°, y veamos que existe una
sucesiéon de puntos {z, },en que converge a x pero que Vp € N, 9¢ > j tal que

z, ¢ A.

Por ser 1AN, tenemos que todo punto, en concreto , tiene una base de entor-
nos numerable. Sea dicha base £, = {V,, | n € N}.

Definimos ahora la familia 8, = {V,, | n € N} de la forma V,, = (| V. Por el
k=1
apartado 2 de la Proposicion 1.32, tenemos que es una base de entornos en la

que V; C V; para todo ¢ > j. Ademads, es numerable.

Habiendo definido entonces V;,, veamos que V;, \ A # () para todo n € N. Para
ello, por reduccién al absurdo, supongamos que V,, \ A =V, N (X \ A) = 0.
Entonces, V,, C A, y V,, € N, por lo que A € N,, llegando a una contraccién,
ya que x ¢ A°. Definimos cada x,, € X tal que x,, € V,, \ A para todo n € N.

Veamos en primer lugar que {x, },en converge a . Para esto, vemos que dado
n € N, dng € N tal que z,, € V,, para m > ng. Tomamos ng = n. Entonces:

= Si m =n = ng, tenemos que x,, € V,, por eleccion de x,,.
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= Si m > n = ng, tenemos que x,, € V,,. Ademas, como m > n, tenemos
que V,, C V,,, por lo que x,, € V,,.

Por tanto, hemos probado que {x, },en converge a z.

Veamos ahora que Vp € N, 3¢ > j tal que x, ¢ A. De hecho, esto es siempre
cierto, ya que por la eleccién de z,, se tiene que z,, ¢ A para todo n € N.

Por tanto, y tras haber demostrado el contrarreciproco, se tiene lo pedido.

Ejercicio 4.1.36. Prueba que la recta de Sorgenfrey es un espacio de Haussdorf
(T2) y 1AN, pero no es 2AN.

1. Veamos en primer lugar que es T2. Para ello, vemos que, dados z,y € R,
x#y, AU, U €Tgconz e U, yeY' tal que UNU' = (.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, x < y. Entonces, consideramos los
abiertos U = [z, y[, U = [y,y+1[, y tenemos que x e U, y e U' y UNU’ = .

2. Veamos que es 1AN; es decir, que todo punto x € R tiene una base de entornos
numerable. Tenemos que B, = {[z,z +¢[ | ¢ € Q"} es numerable. Veamos
ahora que, efectivamente, es una base de entornos de z.

En primer lugar, vemos que 5, C N,. Como [z,z + ¢[ € Tg, tenemos que es
un entorno. Ademds, sea N € N,. Entonces, N = [z, z + J[, con § € RT. Por
la densidad de Q en R, 4 € Q tal que 0 < € < §. Por tanto, se tiene que
r€[r,x+e] Clr,z+4[

Por tanto, tenemos que es una base de entornos (numerable por ser € € Q).

3. Veamos que no es 2AN. Lo hacemos por contrarreciproco, suponiendo que si lo
es. Entonces, por la Proposicién 1.33, tenemos que 38’ base de 7 con B’ C B,
y B’ base numerable. Como B = {[z,y[| * < y,z,y € R} es una base de T,
tenemos que 3B’ = {[x,, Y| | n € N} C B base de 7.

Consideramos ahora = € R\ {z,, | n € N}, que sabemos que no es el vacio ya
que R no es numerable. Consideramos U = [z, + 1[, y por ser B’ una base,
tenemos que Ing € N tal que x € |2, Yn,| C [z, 2 + 1[. Por tanto, tenemos
que T = T,,, llegando entonces a un absurdo por la eleccién de z.

Ejercicio 4.1.37. Sobre R consideramos la siguiente familia de subconjuntos:
B={[a,b]|a<bacQbeR\Q}.
Se pide:

a) Prueba que existe una tnica topologia 7 en R tal que B es una base de 7.

Usamos el Teorema 1.13. Para ello, comprobamos las siguientes condiciones:

B1) Veamos que |J [a,b] =R:
RN
C) Seax € |J la,b]. Entonces, Ja € Q,b € R\Q tal que = € [a,b] C R.

a€eQ
beR\Q
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b)

d)

D) Sea x € R. Por la densidad de Q en R, tenemos que Ja € Q tal
que a < x. Andlogamente, por la densidad de R\ Q en R, tenemos
que b € R\ Q tal que = < b. Por tanto, x € [a,b], por lo que

re U la bl
acQ
beR\Q

B2) Sean a,a’ € Q, b,b' € R\ Q de forma que a < b,a’ < b'. Consideramos
también x € [a,b] N [a/,V']. Veamos que ¢ € Q,d € R\ Q, con ¢ < d tal
que z € [¢,d] C [a,b] N [d’,V]. Calculamos la interseccién:

[a,b] N [d’, V] = [max{a, a'}, méx{b, b'}]
Entonces, notando ¢ = méx{a, da’'}, d = max{b,b'}, tenemos que

zeld,d]cC[d,d]=]ab NV

Ademas, [, d'| € B, ya que el maximo de dos racionales es racional (igual
con irracionales).

Por tanto, se tiene.

Calcula una base de entornos de z € R en 7 no trivial.

Supongamos x racional. Entonces, una base de entornos suya es:
T
Bz = {[CL’,I+—:| |n€N}
n

Supongamos z irracional. Entonces, una base de entornos suya es:
Br={la,z] |a€Q, a<uzx}

Prueba que 7, € T, donde 7, es la topologia usual en R. ; Es (R, 7") un espacio
topologico T27

Veamos en primer lugar que 7, C 7. Usando la caracterizacion de inclusion con
las bases topoldgicas, tenemos que equivale a ver que, dado ]a,b[ € T, para
todo x € ]a,b[ (a < x < b) se tiene que J[c,d] € T tal que = € [¢,d] Cla,b].

Por la densidad de Q en R, tenemos que dc € Q tal que a < ¢ < x. Por la
densidad de R\ Q en R, se tiene que 3d € R\ Q tal que x < d < b.

Por tanto, se que 7, C 7. No obstante, la otra inclusién no es cierta, ya que

[0, 7] & T

Por tltimo, falta por ver si (R, 7)) es T2. Para esto, vemos si dados z,y € R,
x # vy, se tiene que AU, U' € T conz €U, y € U con UNU' = 0.

Como T, es T2, tenemos que U, U’ € T, C T tal que x € U, y € U’ con
UNU =1, por lo que se tiene.

Calcula la clausura, el interior y la frontera de los conjuntos [0, 1[, [0, v2] y Q.
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Veamos en primer lugar que [0, 1] es cerrado. Tenemos que su complementario
es R\[0,1] =]—o00,0[ U [1,4+oc]. El primer intervalo es un abierto en 7, C 7.
Respecto al segundo, tenemos que:

[ 4oo] = |J LB eT
bER\Q
b>1
Por tanto, tenemos que el segundo intervalo es una unién (no numerable) de
abiertos, por lo que es un abierto. Por tanto, R\ [0,1[ € T, por lo que [0, 1]

es un cerrado y, por tanto, [0, 1] = [0, 1].

Ademas, tenemos que [0,1] = |J [0,0] € T, por lo que es un abierto y, por
beR\Q
0<b<1

tanto, [0, 1[°= [0, 1].

Trabajamos ahora con [0,v/2]. Como T, C T, tenemos que Cy, C Cy. Por
tanto, tenemos que [0,v/2] € C7, por lo que [0,v/2] = [0,v2].
Ademds, tenemos que es un abierto bésico, por lo que [0,v/2]° = [0, v/2].

Veamos ahora la clausura de Q. Como los abiertos basicos son intervalos,
tenemos que QN B # (), para todo B € B intervalo y por la densidad de Q en
R. Por tanto, como esto es cierto Vo € X, tenemos que ) = R.

De igual forma, por la densidad de R\ Q en R, tenemos que #B € B tal que
B C Q. Por tanto, [Q]° = 0.
Prueba que Z es un subconjunto discreto de (R, 7).

Para ello, hemos de ver que 7'|Z es la topologia discreta. Sea z € Z, y veamos si

{z} € T}Z. Tenemos que {z} = [z, z+ ‘/75] NZ, ya que ‘/75 < 1. Ademas, como

V2
2

[z,z+\/§] eT.

€ R\ Q, tenemos que al sumarle z sigue siendo irracional y, por tanto,

Por tanto, por definicién de topologia inducida tenemos que {z} € T’z’ y como

la unién de abiertos es un abierto, tenemos que T‘Z =P(Z) = Eisc‘z.

Estudia si (R,7) es un espacio topolégico 1AN o 2AN.

En el apartado b) de este ejercicio hemos demostrado que todo punto z € R
tiene una base de entornos numerable. Por tanto, 7 es 1AN. Veamos ahora si
es o no 2AN.

Supongamos que si lo es, y llegaremos a una contradiccién. Por la Proposiciéon
1.33, tenemos que 3B’ base numerable de T tal que B’ C B. Es decir, B =
{lan,bs] | n €N, [an,b,] € T} es una base de T.

Sea ahora b € R\ Q un irracional, y consideramos a € Q, a < b. Entonces,
[a,b] € T por ser un abierto basico de B. Como B’ es una base, tenemos que
dn € N tal que b € [a,, b,] C [a,b], por lo que b = b,. Por tanto, hemos llegado
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aque Vb € R\ Q, 3n € N tal que b = b,; es decir, a que R \ Q es numerable,
llegando a un claro absurdo.

Por tanto, tenemos que (R,7) no es 2AN.
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4.2. Aplicaciones entre Espacios Topoldgicos

Ejercicio 4.2.1. Sean (X, d) e (Y, d’) espacios métricos. Diremos que una aplicacién
f:(X,d) — (Y,d) es lipschitziana si existe K > 0 tal que d'(f(x), f(y)) < Kd(z,y)
para todo x,y € X. Prueba que toda aplicacion lipschitziana es una aplicacién con-
tinua.

Sea z € X, y veamos si [ es continua en dicho punto. Para cualquier ¢ € RT,
sea § = . Entonces, si d(z,z9) < J se tiene que:

d(f(@). f(x0)) < Kd(a,y) < k-~ <e

Es decir, f[B(z,z0)] C B(f(x),e). Por tanto, f es continua.

Ejercicio 4.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demuestra que la apli-
caciéon f : (X, Tq) — (R,7T,) dada por f(z) = d(z,A) = inf{d(z,a) | a € A} es
continua.

Sea z,y € X,y veamos que f es lipschitziana en dicho punto. Para todo a € A:
flz) = d(z, A) <d(z,a) <d(z,y) +d(y,a) = f(z) —d(z,y) < d(y,a)

Por tanto, como se tiene Ya € A, se tiene que f(x) — d(z,y) < f(y) o, equivalente-
mente,

flx) = fly) <d(z,y) Vr,yeX

De forma andloga, se tiene que f(y)— f(z) = —[f(z)— f(y)] < d(x,y) Vx,y € X.
Por tanto, tenemos que:

d(f(x), f(y) = |f(z) = f(y)] <d(z,y)

Por tanto, tenemos que f es lipschitziana con constante K = 1. En particular,
es continua.

Ejercicio 4.2.3. Sean (X, 7T) un espacio topoldgicoy f,g: (X,T) — (R, T,) apli-
caciones continuas. Demostrar que las siguientes aplicaciones son continuas:

f+g: (X,T) — (R, T)
r —  f(x)+g(z)
fg: (X, T) — R, T

x — f(z) g(x)
Escribiremos f + g, f - g como una composiciéon. Sean las siguientes aplicaciones
entre espacios topologicos:

H )
v o— (f(2),9(x))
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Tenemos que, para todo z € X:

(f +9)(@) == f(x) + g(x) = s(f(2), g(x)) = s(F(x)) = (s o F')(z)
(f9)(x) := f(z)g(x) = p(f(x),9(x)) = (F(x)) = (po F)(z)

Por tanto, se tiene que f 4+ g =so F, fg =po F. Sabemos que s,p son continuas
por ser polinémicas, veamos ahora que F' lo es.

Opcidén 1. Usando la caracterizaciéon de la continuidad mediante bases de la topo-
logia.

En (R? 7,), consideramos la base B = {Ja,b[x]c,d| | a < b, ¢ < d}. Entonces:

F~Ya,b[x]e,d]) = {z € X | F(x) € ]a,b[x]c,d[} =
={re X | f(z)€la,b[ N g(z)€le,d]} =
= f_l(]aab[) N g_1<]c7d[) €T

donde tenemos que es un abierto por ser la interseccién de dos abiertos, y estos
dos lo son por ser f, g continuas.

Opcion 2. Usando la topologia producto.

Como ambas componentes de F' son continuas, F' también lo es.

Por tanto, como p, s, F' son continuas, entonces f + ¢, fg son continuas.

Ejercicio 4.2.4. Sea f : (X,7T) — (Y, 7’) una aplicacién. Demuestra que equivalen:
1. f es continua.
2. fY(B°) C[fY(B)°,VBCY.
3. (fY(B))c f71(0B),YBCY.

1 = 2) Como f es continua, y B° € T’, entonces f~}(B°) € T. Ademds, como

B° C B, entonces f~1(B°) C f~Y(B). Como el interior es el mayor abierto
contenido en el conjunto, entonces:

fB) B

2=1) Sea U € T, por lo que U = U°. Mediante doble inclusién, demostraremos

que fA(U) = [fH(U))*
) Como U = U°, usando 2):

fFHue)y = o) c o))
5) De forma directa se tiene que [f~(U)]° € f~L(U).
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1 = 3) Tenemos que (f~1(B)) = f~4B) \ [f " (B)]o.

Veamos en primer lugar que f~1(B) C f! (E) Como B C B, entonces
f71(B) c f7(B), por lo que:

_— S — (*) _ —

f(B)c f(B) = 71 (B)
donde en () he empleado que, como B € Cy, entonces f~* (E) e Cr.
Veamos ahora que f~!(B°) C [f~! (B)]°. Como B° C B, entonces se tiene que
f~YB°) C f~1(B), por lo que:

B 2B C B

donde en (*) he empleado que, como B° € T’ entonces f~!(B°) € T.

Por tanto, se tiene que:
O(fH(B)) = BN B) C fH (B)\fU(B°) = fH(B\B°) = f(0B)

3=1) Sea ¢ € Cp, y veremos que f~}(C") € Cr. Para ello, conocemos la
siguiente caracterizacién de los cerrados:

C'eT < oC cC'

Por tanto, tenemos que dC’ C C’, por lo que f~1(0C") C f~1C"). Ademss,
por hipotesis, se tiene que:

o(fH(C) c fHoC) C fHC)

Por tanto, como 9(f~1(C")) C f~1(C"), entonces f~1(C") € Cr, por lo que f
es continua.

Ejercicio 4.2.5. Sean (X, 7)), (Y, T"), dos espacios topoldgicos, f : (X,T) — (Y, T")
una aplicacion continua y sobreyectiva. Demuestra que si D C X es un subconjunto
denso, entonces f(D) es denso en Y. Demuestra, mediante un contraejemplo, que si
f(D) es denso, D no tiene por qué serlo.

Demostremos que f(D) es denso. Para ello, demostramos que f(D) =Y.

C) Tenemos que f(D) C Y. Por tanto, f(D) CY =Y, yaque Y € Cp.

D) Por la caracterizacién de continuidad, por ser f continua tenemos que f (E) -

f(D). Como X es denso (X = D), tenemos que f(X) = f(D). Ademas,
tenemos por ser f sobreyectiva tenemos que f(X) =Y. Por tanto,

Y = 1(x) = 1 (D) € F(D)

Por tanto, mediante doble inclusién hemos demostrado que f(D) es denso.

Para ver que el reciproco no es cierto, sea f : (X, Tasc) — (Y, T;), considerando
X ={0,1} e Y = {yo}, la aplicacién constante en y, € R. Tenemos que f es continua
y sobreyectiva. Tenemos que f({0}) = {y} =Y, por lo que f({0}) es denso. No
obstante, {0} = {0}, por lo que {0} no es denso.
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Ejercicio 4.2.6. Sean (X,7),(Y,T’), dos espacios topoligicos y una aplicacién
f(XT) =X, T).

1. Demuestra que si f es continua y {x, },en s una sucesién en X que converge
a xo entonces {f(x,)}nen €s una sucesién en Y que converge a f(xg).

2. Demuestra que si (X,7) es un espacio topoldgico 1AN tal que para toda
sucesion {x, }nen que converge a xq se tiene que {f(z,)}nen €s una sucesion
que converge a f(xg), entonces f es continua.

3. Demuestra que 2) no es cierto en general si se elimina la condicién 1AN.

Ejercicio 4.2.7. Se considera en N la topologia T del ejercicio 4.1.10 de la Relacion
1. Caracteriza las aplicaciones continuas de (N, 7") en si mismo.

Ejercicio 4.2.8. Sean (X, 7)), (Y, T"), dos espacios topoldgicos, [ : (X,T) — (Y, T7)
una aplicacién. Si A C X, entonces f}A puede ser continua sin que f sea continua

en los puntos de A.
Esto es cierto, y ejemplo de esto es la funcién caracteristica de Q:

f:XQ: <R77;) — ({071}777#50)
1 si z€Q
0 si z¢Q

Tenemos que f| es constante en 1, por lo que es continua. No obstante, f no es
Q

T

continua en los puntos de Q. Veamoslo.

Consideramos x € Q. Tenemos que f(z) = 1,y {1} € N por ser la topologia
discreta. No obstante, f~1({1}) = Q ¢ N,. Por tanto, hemos encontrado un entorno
de f(x) cuya preimagen no es un entorno de z, por lo que f no es continua en x.

Ejercicio 4.2.9 (Caracter local de la continuidad). Sean (X, 7)), (Y,7"), dos espa-
cios topoldgicos y una aplicacién f : (X, T) — (Y, 7). Demuestra que f es continua
en x siy solo si existe U € T con zy € U tal que f|U (U, Ty) — (Y, T") es continua

en xy. jEs cierta la equivalencia anterior si sustituimos U abierto conteniendo a xq
por C' cerrado conteniendo a xg?

=) SeaU = X € T. Tenemos que 7y € X, y f|U = f, por lo que se tiene de forma

directa.

<=) Como zy € U, entonces podemos considerar f}U(xO) = f(=o).
Sea N’ € Ny (w0) = Ny(w)- Entonces, por ser f|_U1 continua en xq, se tiene que
f|_Ul(N’) € N,, para 7’|U; es decir, f7Y(N)NU € N,, para T‘U.

Entonces, por ser un entorno, tenemos que 40 € TU tal que se tiene que

z9 € O C f7HN')NU, por lo que 30" € T tal que 7y € O'NU C f~H(N')NU.
Como f~Y(N')NU C f~Y(N’), se tiene que:

30" € T tal que 7 € O'NU C f~H(N)
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Como la interseccién de dos abiertos es un abierto, tenemos que O' NU € T,
por lo que f~Y(N') € N,,, por lo que f es continua en x.

Como un tnico punto es un cerrado, tenemos que al sustituir U por un cerrado
no es cierto. Sea C' = {0}, y la funcién definida por:

f: R — R

1 si x#0
v {0 s ox=0

Tenemos que f‘c es constante en el 0, por lo que es continua en el 0 € C'. No
obstante, f no es continua en el 0, ya que:

o G 11 D = {0} ¢ Nypara la 7y,

272

Ejercicio 4.2.10. Demuestra que una aplicacién f : (X, T,,) — (Y, T,,) es continua
si y solo si es constante o f(xg) = yo. Deduce que (X, 7,,) = (X, T,,) para todo par
de puntos zg, 1 € X.

=) Supongamos que f es continua, y sea un abierto bésico {y, yo} € Ty,. Entonces,
I *{y,y0}) € Tzy, Por lo que hay dos opciones:

flzo) =y
zo€ [ {ywo}) =W U Hw) = v
f(llfo) = Yo

0= 1"y v}) = v,y0 ¢ Im(f)

Es decir, tenemos que f(xg) = 3o o, para todo y € Y, f(xg) =y oy & f(X).
Es decir, f(xg) = yo o Im(f) = {f(x¢)}. Como f es una aplicacion, f(zg) es
tunico, por lo que [[Im(f)|| = 1.

Por tanto, f(xg) = yo 0 f es constante en f(zg).

) Supongamos f(zo) = yo, ¥ séa {4, w0} € To. Entonces,
zo=f"(w) € 'y v}) = F ' {y,v0}) € Tay

Supongamos ahora que f es constante en k # .

1. Dado y # k, consideramos el abierto {y,yo} € 7T,,. Entonces,
0=r"Hy.wh) = "{y.w}) € Ta
2. Para y = k, tenemos que f(xo) = k =y, por lo que:
vo=f"'(y) € [T {yo}) = T {y.w0}) € Ty
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Veamos ahora que (X, T,,) = (X, 7,,) para todo par de puntos zg,z; € X. Sea
el homeomorfismo siguiente:

f:

B

7;0 — (X’,Tm)
r — T —xo+ 1

Claramente tenemos que es continua, ya que f(zg) = yo. Ademds, f~1 viene
dada por:
fil : (X7 7;1) — (X7 7;0)
Yy > Yyt+Iro— I

Como f~Y(z1) = xp, también tenemos que es continua. Por tanto, f es un homeo-
morfismo y ambos conjuntos son homeomorfos, como queriamos demostrar.

Ejercicio 4.2.11. Demuestra que todo subespacio afin S C R" es un cerrado de
(R", o).

Si S es un subespacio afin de R”, entonces S viene dado por unas ecuaciones
implicitas en las coordenadas usuales de R™:

a1ry + -+ apTn, = bl
arlxl + cte + arnxn = bT

Definimos las siguientes aplicaciones para i =1,...,7r:
fi: R",T.) — (R, To)
(T, ) = anTy 4+ ATy

Tenemos que S = (] f~(b,) es cerrado en (R™,7,), ya que cada funcién es
i=1,...,r

continua y, como {b,} es un cerrado, entonces su imagen inversa también.

Ejercicio 4.2.12. Consideremos el espacio (X,7T) donde X = {a,b,c,d} y

T= {®7 X, {a}’ {b}> {av 6}7 {bv Cy d}}
Sea f: (X,7T) — (X,7T) la aplicacién dada por:

flay=b  fb)=d  flg=b  fld)=c

Estudia en qué puntos la aplicacion f es continua. jEs f abierta o cerrada?

Estudiamos en primer lugar en qué puntos es continua:
" 7o = a:

Tenemos que f(xg) = b, por lo que buscamos demostrar que VN’ € N, f~1(N') €
N,. Sea U" = {b}, y tenemos que U' C N’, por lo que f~H(U’) = {a,c} C
f~Y(N"). Como fWU’) € N,, entonces f~*(N’) € N,, por lo que f es continua
en a.

1o =0b:

Tenemos que f(zg) = d, por lo que buscamos demostrar que VN’ € Ny, f~1(N’) €
Ny. Tenemos que:
Ny = {{b,c,d}, X}

Sea U’ = {b, c,d}, y tenemos que U’ C N’, por lo que f~(U') = X C f~1(N').
Como f({U") € Ny, entonces f~'(N') € N, por lo que f es continua en b.
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"9 =C

Tenemos que f(xq) = b, por lo que buscamos demostrar que VN’ € N, f~1(N')
N.. Sea N’ = {b} € N;, y tenemos que f~({b}) = {a,c}. Como }U € T | c €
U C f~(N'), entonces f~'(N’) ¢ N, por lo que f no es continua en c.

s 1o =d:

Tenemos que f(zg) = ¢, por lo que buscamos demostrar que VN’ € N,, f~1(N')
Ng4. Tenemos que:

N.={{b,c,d}, X}

Sea U’' = {b, c,d}, y tenemos que U’ C N’, por lo que f~H(U’") = X C f~ ().
Como fU’') € Ny, entonces f~1(N') € Ny, por lo que f es continua en d.

Veamos en primer lugar que no es continua. Dado {b} € T, tenemos que la
imagen inversa del abierto {b} no es un abierto, es decir, f~'{b} = {a,c} ¢ T. Por
tanto, como hemos encontrado un abierto cuya preimagen no es un abierto, tenemos
que f no es continua.

Veamos ahora que f no es abierta. Dado {b} € T, tenemos que f{b} = {d} ¢ T.
Por tanto, como hemos encontrado un abierto cuya imagen no es un abierto, tenemos
que f no es abierta.

Tenemos que los cerrados son:

Cr = {(Z)a X, {b7 c, d}7 {CL, C, d}7 {07 d}’ {CL}}

Veamos que f no es cerrada. Dado {a} € Cr, tenemos que f{a} = {b} ¢ C7. Por
tanto, como hemos encontrado un cerrado cuya imagen no es un cerrado, tenemos
que f no es cerrada.

Ejercicio 4.2.13. Se considera f : (R,7) — (R,7) dada por f(x) = sen(x),
siendo (R, 7T) la recta diseminada (Ejercicio 4.1.16 de la Relacién 1). Estudia si f
es continua, abierta o cerrada.

Veamos si f es continua. Tomamos como abierto en la recta diseminada el con-
junto W = {sen1} C R\ Q. Tenemos que:

Py ={1+2rk | ke Z}U{(r — 1)+ 27k | k € Z}

Tenemos que f~H(W) ¢ T, ya que si fuese un abierto, entonces 1 € f~(W) = UUV,
conU €T, VCR\Q. Como 1€ Q, tenemos que ha de ser que 1 € U € T,,. Por la
definicién de la topologia usual, 3¢ € R* | 1 € B(1,e) C U C f~(W). No obstante,
esto no es posible, ya que f~! es discreto.

™

Veamos que no es abierta. Tenemos que W = {2

} € T, pero f(W) = {1} & T.

Veamos que no es cerrada. Para ello, usamos el conjunto C' = [0, 37” [ Tenemos

que:
3 3
X\U%—mﬁﬂJ};+m{U{§}€T
No obstante, f(C) =] — 1, 1], que no es un cerrado, ya que:

X\ f(C) =] = 00, —1]U]1, +o0
El —1 es racional, pero AB(x,¢) tal que 1 € B(z,¢) C X \ f(C).
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Ejercicio 4.2.14. Sea f = X[o.1] * ([0, 1], (T)0,11) — ({0,1}, Taise) la funcién carac-

1

teristica del intervalo [O, 5}. Demuestra que X[o,1] €8 sobreyectiva, abierta, cerrada,

2
pero no es continua.

Claramente es sobreyectiva, ya para todo y € {0,1}, 3z € [0,1] tal que f(z) = v.
Por ejemplo, f(0) =1, f(1) = 0.

Ademas, es abierta y cerrada, ya que la topologia de destino es la topologia
discreta. No obstante, no es continua, ya que:

Fp = [o3] ¢ T

Por tanto, como hay un abierto cuya imagen inversa no es un abierto, f no es
continua.

Ejercicio 4.2.15. Demuestra que las proyecciones p; : (R",7T,) — (R, 7,) dadas
por p;(x1,...,2,) = x4, ¢ = 1,...,n, son aplicaciones abiertas pero no cerradas.

Ejercicio 4.2.16. Demuestra que la aplicacion f : (R™,T,) — ([0, +00[, Tujo,1o0[)
dada por f(x) = ||z|| es abierta, y que g : (R*,T,) — (R, 7,) dada por g(z) = ||z||
no lo es.

Ejercicio 4.2.17. Sea ACR"con A€ C7,y f: (A, (ﬁ)‘A) — (R™, T,) continua,

y tal que f~!(B) es acotado en R™ para cada B C R™ acotado. Demuestra que
entonces f es cerrada. Deduce que la funcién g del ejercicio anterior y las funciones
polinémicas p : (R, 7T,) — (R, 7,) son cerradas.

Ejercicio 4.2.18. Demuestra que toda aplicacion afin biyectiva en R™ de la forma
f:(R"T,) — (R",T,) es un homeomorfismo.

Por ser una aplicaciéon afin, tenemos que f es:

fo ®,Th) — (R T)
T T
— A : +b

T T

con A € M,xn(R), b € R fijo. Como f es biyectiva, tenemos que |A| # 0.

Es directo ver que f es continua, ya que cada componente de una aplicacién
afin es una ecuacion lineal, por lo que se trata de funciones continuas. Ademas, su
inversa (que también es una aplicacién afin) es también continua. Por tanto, f es
un homeomorfismo.

Utiliza este resultado para construir un homeomorfismo:

1. Entre cualesquiera bolas abiertas, cualesquiera bolas cerradas y cualesquiera

esferas de (R", d,,).
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Sean c,c € R" fijos, y sean ¢, € RT. Sea la aplicacién lineal buscada una
. 7 ! .7 e
omotecia de centro ¢ y razén = compuesto con una traslacién segin el vector
homotecia de cent e ¢ tras] I vect

%
v = cc. Es decir:
f : (Rnun) — (Rn77—u)
/

/ / / /
£ — 5 £ £ £
t — c+—ct+ed =d+—tt=—ax4+—=—c=—(x—c)+
£ £ £ 5 £

Veamos ahora que f[B(c,e)] = B(d,¢€'):

C) Sea x € B(c,¢), por lo que ||z —¢|| < e.
Tenemos que:

5/

g(x—c) '

<€

I70) =l = [Zta— e+ X=X

Por tanto, f(x) € B(d,€').
D) Sea y’ € B(d,¢’). Veamos que dx € B(c,¢) tal que f(z) =/
Consideremos = = 5(y' — ¢’) + ¢. Veamos que x € B(c, ¢):

£
le—cl = | S/ - )| <<

Ademads, veamos que f(x) =y

€y / o e re r r
FEW=+e) == (S -))+¢ =y
Andlogamente, se demuestra que f[B(c,e)] = B(c,¢'), f[S(c,e)] = S(c,€').

2. El cilindro circular S* xR y el cilindro eliptico C' = {(z,y, 2) € R? | x2+§ =1}
de R3.

Tomando como sistema de referencia el usual, tenemos que la aplicacién afin
ha de de cumplir que f(O) = O, f(e1) = e1, f(ea) = 2es, f(es) = es. En
definitiva, tenemos que f(z,y, z) = (x, 2y, 2).

Veamos ahora que f(S' x R) = C.

C) Sea (z,y,2) € S' xR, y veamos si f(x,y,2) € C. Como (x,y,2) € S' xR,
tenemos que z° +y* = 1. Ademds, f(x,vy,2) = (z,2y, z). Por tanto, como
se tiene que:

2 2
$2+(i) — 22 =1
Por tanto, tenemos que (zx,2y, 2) € C.

D) Sea (u,v,w) € C, y veamos si I(z,y,z) € S' x R tal que f(x,y,2) =

(u,v,w).
Como (u,v,w) € C, tenemos que u? + % = 1. Consideramos (z,y, z) =

<u, g, w>. Tenemos claramente que f (u, %, w) = (u,v,w). Veamos aho-

ra que <u, g,w> €S' xR.

2
u2—|—(2> :u2—|—v—:1
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Ejercicio 4.2.19. Sea X un conjunto. Demuestra que toda aplicaciéon biyectiva
f (X, Ter) — (X, Tor) es un homeomorfismo.

Supongamos en primer lugar que X es finito. Entonces, Tor = Tgise, por lo que
es continua y abierta y, entonces, un homeomorfismo.

Supongamos ahora que X es infinito. Veamos en primer lugar que f es continua.
Dado un abierto B € T¢p, entonces X \ B es finito. Para ver si f es continua, es
necesario que f~'(B) € Tor o, equivalentemente, que su complementario sea finito:

X\NfHB) = XN fHB)=f(X\B) € Cr,y

que es finito porque X \ B es finito y f es biyectiva. Por tanto, f es continua.
Para ver si es abierta, tenemos que:

X\ f(B) = f(X)\ f(B) = f(X\ B) € Cre.;

que es finito porque X \ B es finito y f es biyectiva. Por tanto, f es abierta.
Como f es continua, biyectiva y abierta, es un homeomorfismo.

Ejercicio 4.2.20. Encuentra un contraejemplo que demuestre que la siguiente afir-
macion es falsa: Si existen aplicaciones continuas e inyectivas f : (X, 7) — (Y, T7)
yg: (Y, T") = (X,T) entonces (X,T) e (Y,T") son homeomorfos.

Ejercicio 4.2.21. Demuestra que toda aplicaciéon f : (R,7,) — (R,7,) estricta-

mente creciente (decreciente) y continua es un embebimiento.

Por ser estrictamente mondtona, tenemos que es inyectiva. Al restringir el co-
dominio a su imagen, tenemos que f‘[ () sobreyectiva; por lo que f|] )
m m

biyectiva.
Veamos que su inversa es continua. Dado un intervalo |a,b] C X, tenemos que:

(O (a,b) = f(a, b)) =]f(a), fO)[ € Ta

[t

Ejercicio 4.2.22. Sea A C R", A # 0y f: (A (T,),) — (R, T,) una funcién

continua. Se define el grafo de f como el como el subconjunto de R**! dado por:

G(f) = {(z, f(x)) | = € A}.

Demuestra que:

1. (A4,(T.),4) es homeomorfo a (G(f), (E)G(f))

Hay que probar que la siguiente aplicaciéon es un homeomorfismo:

H: A — G
z — (z,f(z))

Tenemos que H es continua, ya que la primera coordenada es la identidad
(continua) y la segunda es f (continua). Ademds, tenemos que H es biyectiva.
Su inversa es:
H': G(f) — A
(x,y) — =
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Tenemos que H~! = F) donde F' es la siguiente aplicacion:

6%

F R+ 5 Rn
(Toy ooy Ty Tpy1) — (Toy ..., Tp)

que es continua. Por tanto, H es un homeomorfismo.

2. La bola cerrada B(0,1) C R™ es homeomorfa al conjunto ST = {(x,t) € S" |
t >0} Cc R*

Tenemos que:

St ={(x1,. ., Tn,Tny1) ER™ |23+ 22+ 22, =1, 2y 20} =
:{(xl,...,xn,an)ER"“]xflﬂ—l—a:%—---—xi, Tpy1 = 0} =
:{(:Ul,...,xn,a:nﬂ)ER"H\an:\/1—3:%—---—:1:721}

Por tanto, sea la siguiente funcion:

f: <§<071)77;§(071)) — (R,E)
(T4, yan) — Jf1—a?—- —a2

Tenemos que f es continua por ser composiciéon de una polinémica que toma
valores en R} con la rafz cuadrada, que es continua.

Por tanto, tenemos que St = G(f), por lo que ambos conjuntos son homeo-
morfos.

3. Las cuddricas C;, Cs, C5 son homeomorfas a R?:

Ci ={(z,y,2) € R® | z = 2* +y*}
Co={(z,y,2) eR® | z = 2* — °}
Cs={(z,y,2) eR® | 2 +9* — 2 =0, z > 0}

Definimos f; : R? — R dadas por:

filzy) =2 +y*  flzy) =2>—y"  fi(z,y) = Va2 +y?

En los tres casos, tenemos que f; es continua por ser polindémica. Ademas,
C; = (z,G(f:)), por lo que R? = C; para todo i = 1,2, 3.

Ejercicio 4.2.23. Demuestra que la siguiente aplicacién es continua y biyectiva
pero no es un homeomorfismo.

7o (o [01)t

Tenemos claro que f es continua, ya que cada componente lo es. Ademas, también
es facil ver que es biyectiva.

— (84, (Tu)sr)
— ( s(27t), sen(27t))
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No obstante, tenemos que:

f([(),%D ={(z,y) eS|z €[l,-1] A ye€[0,1]} =
=S'n({(z,y) [y >0} U{(1,0)}) ¢ (Tu)s

donde se especifica que no es un abierto, ya que no es un entorno del (1,0). Por
tanto, tenemos que no es abierta, ya que la imagen de un abierto no es un abierto.

Por tanto, como f es continua y biyectiva, como la continuidad de f~! equi-
vale a ver si f es abierta, tenemos que f~! no es continua y, por tanto, no es un
homeomorfismo.

Ejercicio 4.2.24. Sea (R, Tg) la recta de Sorgenfrey. Se define la aplicacién f : R —
R dada por
e’ si x <0,

ﬂ@:{3 si x> 0.

1. Estudia la continuidad de f : (R, 7,) — (R, T.), f : (R, Ts) — (R, Ts), f :
(R, 70) = (R, Ts) v [: (R, Ts) = (R, Ta).

2. Estudia si las aplicaciones anteriores son abiertas o cerradas.

Ejercicio 4.2.25. Demuestra que “ser metrizable” es una propiedad topoldgica.

Sea (X, T) un espacio topoldgico metrizable; es decir, sea d : X x X — R una
distancia tal que T = T3. Sea ademds f : (X,T) — (Y, 7’) un homeomorfismo, es
decir f continua, biyectiva y f~! continua.

Definimos d' : Y x Y — R de la forma:

d(y.y)=d(f'(v). ')  Vyy ey

Como d es una distancia y f es un homeomorfismo, se tiene que d’ es una distancia.
Veamos que (Y, 7”) es metrizable con d’, es decir, T' = Ty.

C) Sea U’ € T'. Entonces, por ser f continua, tenemos que f~1(U') = U € T. Por
ser (X, 7) metrizable, tenemos que Vz € U, Ir € R | By(z,r) C U. Entonces,
veamos que Yy € U', By (y,r) C U'. Como f es biyectiva, esto equivale a ver
que Yz € U, By(f(x),r) C U".

C) Seay' € By(f(z),r) CY. Como f es un homeomorfismo, entonces 3z’ €
X tal que f(a') = y'. Entonces, d'(v/, f(x)) = d(2/,x) < r. Por tanto,
x' € By(x,r) C U, por lo que f(z') =y € f(U)=U".

Por tanto, 7' C Ty.

D) Veamos que Ty C T'. Sea U’ € Ty. Entonces, por ser f continua, tenemos que
YUY =UeT.
Tenemos que Yy € U’', Ir € R tal que By(y,r) C U'. Entonces, aplicando
1 tenemos que Vz € f~Y(U’), Ir € RT tal que By(z,r) C U, por lo que
f~YU") € T. Por tanto, como f~! es continua, tenemos que f(f~1(U")) =
UeT.
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Ejercicio 4.2.26. Sean (X, T) e (Y, T") espacios topolégicos. Demuestra que (X, T)
e (Y,7T") son dos espacios topoldgicos metrizables si y solo si (X X Y, T x T') es un
espacio topoldgico metrizable.

—>) Supongamos que (X, 7T), (Y,7T’) son metrizables. Entonces, veamos si la topo-
logia producto lo es. Nos definimos la siguiente distancia:

d: (XxY)x(XxY) — [(z,9),(z,y)]
max{d(z,y),d(z',y)} — FE

s facil ver que se trata de una distancia.

Sea entonces una base para 7 la dada por:

B; = {Bgl(x,y),r] | (z,y) € X xY, r e R"}

Sea la base para la topologia producto:

B={B(z,r) x B(y,r) | (z,y) € X xY, r;r' e R"}

TERMINAR

Ejercicio 4.2.27. Sean X = {a,b,c}, Y = {u,v}, Tx = {0, X, {a},{b,c}}, Ty =
{0,Y,{u}}. Halla la topologia producto Tx x Ty.

Tenemos que una base de dicha topologfa es:
B=1{0,XxY,X x {u},{a} x Y, {a} x {u}, {b,c} x Y, {b,c} x {u}}
Es decir,
B={XxY,X x {u},{a} x Y, {(a,u)}, {b,c} x Y, {(b,u), (c,u)}}

Ejercicio 4.2.28. Encuentra tres espacios topolégicos (X, T), (Y,T') v (Z,T")
tales que (X x Y, x T') = (X x Z,T x T") pevo (Y, T") 2 (Z,T")

Ejercicio 4.2.29. Sean(X,T) e (Y, T") espacios topoldgicos y sean A C Xy B C Y.
Demuestra que:

1. [A x B]° = A° x B°.

[AxB]oz{(a:,y)EXxY|(AxB)GN(x,y)}:
—{(z,9) € X x Y | 3Ur € Txcxy con (z,y) € Ur € (Ax B)} &
Wi y) e X xY |V e T,U" € T, tal que (z,y) € U x U' C (A x B)} =
={(z,y) e XxY | eT, U €T, talquex e UC A, yeU C B} =
={(z,y) e XxY |Ae N,,Be N,} =
={(z,y) e X xY |z € A% ye B°} =
=A° x B°

donde en (x) he aplicado que una base de la topologia producto son el producto
de abiertos.
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2. Ax B=Ax B.
:{( y)EXxY|(A><B)EN(x7y)}:
={(z,y) e X XY |UXxUNAXxB#0), YUeT,U €T con(x,y) elUxU'}=
={(z,y) e X xY |[UNA#QUNB#D, YWeT,UeT conzel, 2/ cU'}=
—Ax B

3. 9(Ax B) = [Ax0B] U [0A x B].

IAxB)=AxB\[AxB]°=(AxB)\ (4° x B°) =
—(Ax[B\B]) U ([A\ A x B) = [A x 0B] U [0A x B]

4. (T X T axp = Ta x Th.

Comprobemos que tienen la misma base:

B={(UxU)N(AxB)|U¢€Bx, UeBy}=
={(UNA)x (UNB)|U€eByx, UecbBy}=
— B

donde B es una base de (T X T')axp, y B’ es una base de Ta X T}, ya que es
el producto de abiertos basicos.

5. Ax BeT xT'siysolosiAeTyBeT.

<) Como A € T, B € T', entonces Ax B es un abierto bésico de la topologia
producto, y en particular es un abierto basico de T x T”.

—) Como Ax B € T x T, entonces usando la base de la topologia producto
se tiene que para cada (a,b) € A x B, U € T,U’" € T’ tal que se tiene
que (a,b) e U xU' C Ax B.
Por un lado, se tiene entonces que para cada a € A, U € T tal que
a € U C A. Por tanto, para cada a € A se tiene que A € N,, por lo que
A € T. Anédlogamente, se tiene que B € T".

6. Ax BeCryrrsiysolosi Ae Cry B e Cp.
7. AXx Besdensoen X XY siysolosi Aesdensoen Xy B esdensoenY.

Ejercicio 4.2.30. Sean (X, 7cr) e (Y, Tor) espacios topoldgicos con la topologia
cofinita. Demuestra que Tor X Top no tiene por qué ser la topologia cofinita en
X xY.

En el caso de que X, Y sean finitos, tenemos que ambas topologias son la discreta,
por lo que Tor X Torp = Taise- Por tanto, buscamos ejemplos en los que alguno no

sea finito.
Sea X =Y = R. Tenemos que R* x R* € (R x R, Tor X Tor). No obstante,
R x R* ¢ (R, Tor), ya que:

R*\ (R* x R") = {(z,y) € R? | 2y = 0}

Es decir, se trata del plano quitandole los ejes.
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Ejercicio 4.2.31. Sean (X, 7T,,) e (Y, 7,,) espacios topolégicos con la topologia del
punto incluido. Demuestra que 7T,, X 7y, no tiene por qué ser la topologia 75, 4,) en
X xY.

Sea U = {(0,0), (1,1)}. Tenemos que U € (R?, T(y0)), pero U ¢ (R x R, To x Tp).
Vedmoslo.

Una base de Ty es B = {{0,z} | z € X}. Por tanto, una base de (R x R, 7o x 7o)
es Bx B={B; x By | By,By € B} ={{(0,0),(0,2),(x,0), (z,2)} |z € X}.

Por tanto, supongamos que U € (R x R, 7y x 7p). Entonces, como (1,1) € U,
dr € X tal que:

(1,1) € {(0,0), (0, z), (x,0), (z,x)} C U = {(0,0),(1,1)}
Por tanto, hemos llegado a una contradiccion, por lo que U no es un abierto.

Ejercicio 4.2.32. En el espacio topoldgico producto (R x R, T 7g) calcula la clau-
sura, el interior y la frontera del conjunto A = [1,2[x[1,2[. Estudia también si la
aplicacién f : (R T,) — (R%, T, x Ts) dada por f(z,y) = (y, ) es continua.

Tenemos que A = [1,2] x [1,2[. Ademés, A° =]1,2[x[1,2[.

Veamos ahora si f es continua. Para ello, componemos o usamos un contraejem-
plo.

Sea |1,2[x[1,2[. Su preimagen es [1,2[x]1,2[. No es continua.

Ejercicio 4.2.33. Sea f : (X,7) — (Y,7’) una aplicacién continua, abierta y
sobreyectiva. Entonces, (Y,T’) es T2 si y s6lo si Af = {(z,y) € X x X | f(z) =
f(y)} es un subconjunto cerrado de (X x X, T x T). Deduce de aqui que un espacio
topolégico (X,7T) es T2 si y sélo si el conjunto A = {(z,2) € X x X | 2 € X} es
cerrado en (X x X, T x T).

Ejercicio 4.2.34. Sean (X, T) e (Y, T’) dos espacios topologicos con (Y, T") Haus-
dorff y sean f,g: (X, 7T) — (Y, T") aplicaciones continuas. Si existe un subconjunto
A C X tal que f(z) = g(x) para todo x € A entonces f(r) = g(x) para todo z € A.
Demuestra que si A es denso en X entonces f = g.

Demostramos por reduccién al absurdo. Supongamos que 3z € A tal que f(z) #
g(x) €Y. Como Y es T2, U,V € T tal que f(z) €U, g(x) e V,y UNV = .

Como f, g son continuas, entonces f~1(U),g (V) € T. Ademas, z € f~1(U), g (V).
Entonces, f~H(U)Ng (V) # 0.

Como x € A, entonces f~H(U)NA#D, g71(V)N A # . Por tanto, tenemos que
O Ng  (VYNA#D. Seas’ € f7H(U)Ng (V)N A. Como z € A, entonces
f(z") =g(a") e UNV, por lo que llegamos a una contradiccion.

_ Veamos ahora que si A es denso en X, entonces f = g. Como fL es denso, entonces
A = X. Por lo demostrado antes, f(x) = g(x) para todo x € A = X, por lo que

f=g

Ejercicio 4.2.35. Consideremos el espacio topoldgico (R?, 7. X T ), donde se tiene

que 7= {0,R,Q,R\ Q}.

1. Encuentra una base de entornos, si es posible numerable, de cada punto de
R2.
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Sea (z,y) € R?, y busquemos ;). Tenemos que:

5 :{ {z} xQ} si yeqQ
(z.y) {{z} xR\ Q} si yeR\Q

2. Encuentra un subconjunto no vacio A C R? que sea abierto y cerrado a la vez.
Por ejemplo, A = Q x Q.

3. Sea L = {(z,y) € R? | y = z}. jEs cerrado L? ;Cuél es la topologia producto
(7;lisc X T)L?

Veamos que L no es un cerrado. Para ello, consideramos su complementario
U =TR?\ L, y vemos si es un abierto.

Supongamos que lo es, y lleguemos a contradiccién. Como (1,2) € R?\ L = U,
tenemos que U € N 2). Como B2y = {{1} x Q} es una base de entornos,
tenemos que {1} x Q C U = R?\ L. Por tanto, (1,1) € R?\ L, algo que no es
cierto ya que (1,1) € L. Por tanto, llegamos a una contradiccién, por lo que
L no es un cerrado.

Tenemos que (Taise X T)r = (Taise) - Esto se debe a que {(z,2)} € (Taise X T )1,
ya que:

{(z,2)} = ({2} xR)N L
como {zx} € Tase y R € T, entonces {x} X R € Tgise X R.

Ejercicio 4.2.36. Sea f : (R,7,) — (R,7,) una aplicacién continua que verifica
la siguiente igualdad f(z + y) = f(z)f(y), Vz,y € R. Demuestra que f = 0 o
f(z) = a” para algin a > 0.

Ejercicio 4.2.37. Sea f: (X,7T) — (Y, 7T’) una aplicacién continua y sobreyectiva

tal que para cada y € Y existe un entorno NN verificando que f‘f—l(N) cfYN)—= N

es una identificacién. Demuestra que f es una identificacion.

Ejercicio 4.2.38. Sean (X,7) e (Y,7") espacios topolégicos. Demuestra que si
f:(X,T)— (Y,T’) es una aplicacién continua, sobreyectiva y admite una inversa
continua por la derecha (es decir, existe g : (Y,T') — (X,T) tal que fog = Idy)
entonces f es una identificacion.

Como f, g son continuas, tenemos que:
f o g identificacién <= f identificacién
Como f o g = Idy, que es una identificacion, tenemos que f lo es.
Ejercicio 4.2.39. En R? consideramos la siguiente relacién de equivalencia
(2, y)R(",y) == 2 +y = («/) +y

Demuestra que (R?/R,7,/R) es homeomorfo a (R, 7,).
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Sea la siguiente aplicacion:

f. R — R
(r,y) — 2®+y

Es claro que R = Ry, por lo que f se induce al siguiente cociente:
f:(R*R,To/R) — (R, T,)

Para ver si f es un homeomorfismo, basta con ver si f es una identificacion. Para
ello, definimos la siguiente aplicacién:

g: R — R?
z — (0,2)

Es claro que f es continua por ser polinémica. Ademas, es sobreyectiva, ya que
dado z € R, tenemos que f(v/z — A\, A) = z para todo A < z. Ademds, g es continua
por serlo cada una de sus componentes, y:

(fog)(z) = f(9(2) = f(0,2) = 2 = Idg(z) ~ Vz€eR

Por tanto, f o g = Idg. Por tanto, f es una identificacién y se tiene que f es un
homeomorfismo.

Ejercicio 4.2.40. Demuestra que la proyeccién p : X — X/A es una biyeccién
continua de X \ A en su imagen. Demuestra también que es un homeomorfismo si
A es abierto o cerrado.

En este caso, nos piden considerar p|X\A : X\A — p(X\A). Por haber restringido

el codominio a la imagen de X'\ A, hemos forzado que sea sobreyectiva. Veamos ahora
si es inyectiva.
Sean x,y € X \ A,  # y. Entonces, como z,y ¢ A, 2Ry, por lo que las clases

de equivalencia no son las mismas, es decir, plX\A(x) + p|X\A(y). Por tanto, p x4

es inyectiva.

Por tanto, p a8 biyectiva. Veamos ahora que es continua. Esto es directo, ya

\
que por definicién de topologia cociente, la topologia empleada es la final para su

proyeccion, por lo que p es continua. Por tanto, al restringir en el dominio, también
es continua.

TERMINAR

Ejercicio 4.2.41. Da un ejemplo de un espacio topoldgico (X, 7) y un subconjunto
A C X ni abierto ni cerrado tales que X \ A no sea homeomorfo a X/A\ {[A]}.

Ejercicio 4.2.42. Da un ejemplo de un espacio topolégico (X,7) y una relacién
de equivalencia R en X tal que (X, 7T) sea Hausdorff pero (X/R,7T/R) no lo sea.

Ejercicio 4.2.43. Da un ejemplo de un espacio topolégico (X,7) y una relacién
de equivalencia R en X tal que (X, 7T) sea 2AN pero (X/R,7T/R) no lo sea.
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Ejercicio 4.2.44. Sea (X,7T) un espacio topoldgico e I = [0,1]. Se denomina cono
de X al espacio topolégico cociente

(XXXX{S}’ ;:S})

Demuestra que que el cono de (S, (7,)g.) es homeomorfo a (B!, (T,)51) para
n = 0.

Ejercicio 4.2.45. Sea X = [0,2] y A = {0,1,2}. Demuestra que (X/A, (7.)x/a)
es homeomorfo a (Cy U C_1, (T.)cyue_, ), donde Cj es la circunferencia de radio 1
centrada en (1,0) y C_; es la circunferencia de radio 1 centrada en (—1,0).

Ejercicio 4.2.46. ;Qué espacio se obtiene si en una banda de Mobius se identifican
todos los puntos de su borde?

Ejercicio 4.2.47. Ver que RP? es homeomorfo al cociente ((I x I)/R, (T x T)/R)
donde R es la menor relaciéon que contiene a (t,0)R(1 —¢,1) y (0,8)R(1,1—5s)y T
es la topologia usual de I.

Ejercicio 4.2.48. Sea X = {(z,y) € R? | 1 < ||(z,y)|| < 2}. Se define una relacién
de equivalencia en X de la siguiente forma: (x,y)R(2',y") siy sélo si (x,y) = (2, y/)
o [[(z,y)] = [|(«",)]| = £1 vy (x,y) = A(2,3), A > 0. Demuestra que el espacio
cociente es homeomorfo al toro.
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4.3. Conexién y Compacidad

Ejercicio 4.3.1. Demuestra que S! no es homeomorfo a ningtin subconjunto de R
ambos considerados con la topologia usual.

Sea A C R, y supongamos que A es homeomorfo a S', por lo que existe un
homeomorfismo f : S — A. Como S! sabemos que es conexo, entonces A también
lo es, y como A C R, entonces A es un intervalo, supongamos de extremos a y b,
a<b, a,beR, o=oo.

Sea ahora ¢ € A tal que a < ¢ < b, y como f es biyectiva, consideremos su
preimagen f~!(c) € S!. Sea entonces la restriccién de f a S'\ {f7*(c)}, que es
un homeomorfismo entre S*\ {f~*(c)} y A\ {c}. Como la esfera sin un punto es
homeomorfa a R (conexo), entonces es A \ {c} C R es conexo, por lo que es un
intervalo. No obstante, esto es una contraddiccion, ya que A\ {c} no es un intervalo

por tener a,b € A\ {c}ycé¢ A\ {c}.

Ejercicio 4.3.2. Demuestra que A = R"™ \ S" no es conexo.

Sea U = R"*'\ B(0,1), V = B(0,1). Tenemos que U,V € T, abiertos de la
topologia usual de R"*1. Ademds, UNA=UyVNA=V,porloqueUV €Ty
abiertos en la topologia usual inducida en A. Ademaés, tenemos que U,V # A, ().

Tenemos que U NV = (R™™\ B(0,1)) N B(0,1) =0, y:
UuV = (R"\B(0,1)) UB(0,1) =R"""'\S"= 4
Por tanto, A es conexo.
Ejercicio 4.3.3. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Demuestra que son equivalentes:
1. (X, T) es conexo.
2. Para todo A C X tal que 9A = () se tiene A =X o A = (.

Veamos en primer que lugar que, dado A C X, se tiene que A = () si y solo si
A es abierto y cerrado.

—) Supongamos que JA = (). Entonces,
D=0A=A\A° = ACA°
Como A° C A C A, entonces A° = A = A, por lo que A es cerrado y abierto.
<) Supongamos que A es abierto y cerrado. Entonces,
OA=A\A°=A\ A=
Por tanto, 0A = 0.

Tenemos por tanto las siguientes equivalencias:

1. (X, T) es conexo.
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2. Para todo A C X tal que A es abierto y cerrado se tiene A = X o A = ().
3. Para todo A C X tal que A = () se tiene A =X o A = (.

La equivalencia entre 1) y 2) se ha demostrado en la Caracterizacién de la Conexién,
y la equivalencia entre 2) y 3) se ha demostrado en este ejercicio.

Ejercicio 4.3.4. Sean A y B subconjuntos conexos de un espacio topol6gico (X,7T)
tales que AN B = (). Demuestra que AU B es conexo.

Como AN B # (), entonces 3by € AN B. Como A es conexoy A C AU{by} C A,
por el Teorema 3.9 tenemos que AU {by} es conexo.

Tenemos que AU B = (AU {by}) U B, siendo ambos conexos. Ademds, como se
tiene que by € (AU {bo}) N B # 0, por el Teorema 3.8, AU B es conexo.

Ejercicio 4.3.5. Sean Ay B subconjuntos cerrados y no vacios de un espacio (X, 7))
tales que AU By AN B son conexos. Demuestra que A y B son conexos.

Supongamos que A no es conexo, por lo que existen C,D € C7, cerrados de
A no triviales tales que CND =@ y CUD = A. Por ser cerrados de A, existen
C',D' e Crtalesque C =C'"NAy D=D'NA,ycomo A€ Cy y la intersecciéon
de cerrados en cerrado, tenemos que C, D € Cr.

Consideramos ahora ANB C A = C'N D. Veamos ahora que AN B solo interseca
a uno de los dos conjuntos C'y D. Por contrareciproco, supongamos (ANB)NC # ()
y (AN B)N D # 0. Entonces, sean C = (ANB)NC y D = (AN B) N D, ambos no
vacios. Tenemos que C, D € Crynp- Ademas:

CND=[(ANB)NCIN[(ANB)ND]cCND=10
CUD=[(ANB)NC]U[(ANB)ND]=(ANB)N(CUD)=(ANB)NA=ANB

Por tanto, tenemos que C,D € Cr.np cerrados de A N B no triviales tales que
CND = Q)y(leN) = AN B, por lo que AN B no es conexo, lo que es una
contradiccion.

Por tanto, ANB C C' o AN B C D. Supongamos sin pérdida de generalidad que
ANB C C. Entonces, ANB C C, y como CND =), entonces (AN B)ND = 0.
Como D C A, entonces BN D = (). Entonces:

AUB=(CUD)UB=DU(CUB)
DN(CUB)=(DNC)U(DNB)=0UD=10

Como D es no trivial, entonces C'U B es no trivial. Ademas, como C, D, B C AUBy
los tres son cerrados, tenemos que D, C, B € C7, . Como la unién finita de cerrados
es cerrado, entonces C'U B € C7, . Por tanto, tenemos una particién de AU B en
dos cerrados no triviales, por lo que AU B no es conexo, lo que es una contradiccion.

Por tanto, A es conexo. Intercambiando A por B, se demuestra que B es conexo.

Ejercicio 4.3.6. Sean Y7 y Y5 subespacios de (X,7T) y sea A C Y] NY,. Demuestra
que si A es abierto (respectivamente cerrado) en Y] y en Y, entonces A es abierto
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(respectivamente cerrado) en Y1 NY; y en Y7 U Y.

Como A € Ty, tenemos que 3A; € T tal que A = A; N Y;. Andlogamente,
dA, € T tal que A = A; NY;. Notemos que A1 U Ay, Ay N Ay €T
Como A; U Ay € T, tenemos que (A1 U Ay) N (Y1 NY2) € Tyiny,. Ademés,

(AL UA)NYINY)=AiNnYiNY)U(A:NYiNYs) =
=(ANY,)UANY)=An(Yh1uYy) =A

Por tanto, A € Ty,ny,. Ademés, como A1NAy € T, tenemos que (A;NA2)N(Y1UYs) €
Tv,uy,- Ademas,

(AiNA)N(Y1UYy) =(AiNA:NY))U (A NANY,) =
=(ANA)UANA)=AN(AUA)=A

donde he empleado que A C Ay, Ay, por lo que A C A; U As,. Por tanto, A € Ty,uy,-

Por tanto, hemos visto que A € Ty,ny, ¥ A € Ty,uy,, por lo que A es abierto en
Y1NY; yven Y UY;. La demostracion para cerrados es andloga, ya que la interseccion
y la unién de dos cerrados es cerrado.

Ejercicio 4.3.7. Sean (X,7) un espacio conexo y A un subconjunto conexo y no
vacio de X. Sea U un abierto y cerrado en X \ A. Demuestra que AU U es conexo.

Supongamos que es disconexo, por lo que existe V € Tyuy N Cr, ,, abierto y
cerrado de AU U no trivial (V # 0, V # AUU). Como V € Tuuu, entonces
W' eT talque V=V"N(AUU). Por tanto, ANV =ANV' N (AuU)=ANnV’,
por lo que ANV € T,. Anédlogamente, se ve que ANV € Cr,, por lo que ANV es
abierto y cerrado de A no trivial. Como A es conexo, entonces ANV es trivial, por
loque ANV =00ANV = A.

1. Supongamos ANV = (.

ComoU C X\ Ay V C AUU, entonces V C U. Ademés, UNV = UNV’, por
loque V=UNV & Ty. Andlogamente, V € Cy,, por lo que V € Ty N Cy,.

Como U € Tx\a NCry, ,, entonces V' € Tx\a N Cry, ,, por lo que V es abierto
y cerrado de X \ A.

Aplicamos ahora el Ejercicio 4.3.6 al conjunto V', con Y1 = X\ A, Y, = UUA.
Tenemos que V.CU CYiNYy, yV €Ty, NCr, vV €Ty, NCr,. Por tanto,
V' € Ty,uv, N Cry Ly, - Calculemos ahora Y7 U Ya:

YUY, = (X\A)U(UUA) =X

Por tanto V € T N Cy. Como (X, T) es conexo, entonces V' es trivial, por lo
queV=0oV=X.Como) #AC Xy ANV =0, entonces V # X, por lo
que V =, lo que es una contradiccién.

2. Supongamos ANV = A.

Sea C = (AUU)\V € Taww N Cr,,,- Por tanto, ANC € Ty N Cr,, por lo
que AN C es abierto y cerrado de A, y como A es conexo, entonces AN C' es
trivial. Veamos que AN C # A. Tenemos que:

ANC=A<= ACC = ANV C(AUU)\V<<= ANV =10
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Que no es el caso, por lo que ANC # A. Por tanto, AN C = (). Aplicando
el apartado anterior a A N C, tenemos que C = (), por lo que AUU C V.
No obstante, sabemos que V' C AU U, por lo que AUU =V, lo que es una
contradiccion.

Ejercicio 4.3.8. Sean (X,7) un espacio conexo y A un subconjunto conexo y no
vacio de X. Sea C' una componente conexa de X \ A. Demuestra que X \ C' es conexo.

Supongamos que X \ C' es disconexo, por lo que existe U € Tx\¢ N C7y\ abierto
y cerrado de X \ C no trivial. Como U € Tx\¢, entonces 3U" € T tal que U =
U'n(X\C). Por tanto, ANU = AN(X \C)NU" = ANU’, donde he aplicado que,
como C' C X \ A, entonces A C X \ C. Por tanto, ANU € T4. Andlogamente, se ve
que ANU € Cr,, por lo que ANU es abierto y cerrado de A. Como A es conexo,
entonces ANU es trivial, por loque ANU =00 ANU = A.

1. Supongamos ANU = A. Entonces, A C U, y por tanto AN X\ (UUC) =0.
Como C C X\ Ay X\ (UUC) C X\ A, entonces C C CUX\(UUC) C X\ A,
por lo que AN (CUX\ (UUCQC)) =0.

2. Supongamos ANU = (). Entonces, A C X \ U, y como A C X \ C, entonces
AcCc X\ (UUCQ).

Ejercicio 4.3.9. Prueba que el interior y la frontera de un subconjunto conexo no
son en general conexos.

Sea (R2,T,) el espacio topolégico. Sean A = B[(—1,0),1], B = B|(1,0),1]
R? dos bolas cerradas. Estas son convexas, luego son conexos. Ademés, A N B
{(0,0)} # 0, por lo que AU B es conexo. Sin embargo, [AU B|° = B[(—1,0),1]
BI[(1,0), 1], que no es conexo por ser unién de dos abiertos disjuntos.

c N

Para el caso de la frontera, consideremos A = [0, 1] x R. Tenemos que es conexo
por ser producto de conexos. No obstante, dA = ({0} x R) U ({1} x R), que no es
conexo por ser union de dos cerrados disjuntos.

Ejercicio 4.3.10. Sean (X, 7T )y (X', T") dos espacios topolégicos conexosy A C X,
B C X' jEs (X x X')\ (A x B) conexo?

Para probar que si es conexo, emplearemos la Proposicion 3.14, demostrando que
tan solo tiene una componente conexa. Para ello, fijado (a,b) € (X \ A) x (X"\ B),
veremos que, para todo (z,y) € (X x X')\ (A% B), existe un conjunto conexo D, ,, C
(X x X')\ (A x B) con (a,b),(z,y) € D,,. Como D,, es conexo y (a,b) € D,,,
entonces (z,y) € D, C C(a,b). Es decir, para todo (z,y) € (X x X')\ (A x B), se
tiene que (z,y) € C(a,b), por lo que es la tinica componente conexa de (X x X')\
(A x B), por lo que este conjunto es conexo.

El siguiente dibujo ilustra la idea intuitiva del conjunto D, ,:
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X' X’
D,, (a,b)
B B
1 ! X 1 : X
A A
(@) v ¢ A,y ¢ B. (b) z € A,y ¢ B.

Figura 4.2: Conjunto D, , para distintos casos.

Sea (z,y) € (X x X')\ (A x B).

1. Supongamos = ¢ A (Caso 4.2a).

Entonces {z} x X’ es conexo por ser homeomorfo a X',y (z,y), (z,b) € {x} X
X'. Ademds, X x {b} es conexo por ser homeomorfo a X,y (a,b), (z,b) € X x
{b}. Por tanto, sea D, , = X x {b}U{z} x X’. Tenemos que D, , es conexo por
ser unién de conexos con interseccién no vacia ((z,b) € X x {b} N {z} x X’).
Ademas, como = ¢ A, b ¢ B, entonces D,, C (X x X')\ (A x B). Ademés,
como (a,b), (z,y) € D,,, entonces (z,y) € D, C C(a,b).

2. Supongamos x € A (Caso 4.2b).
En este caso es similar, solo que D, , = X x {y} U {a} x X",

Notemos que, para que D,, C (X x X')\ (A x B), es necesario que (a,b) €
(X' \ A) x (X"\ B), no basta con que (a,b) € (X x X')\ (A x B).

Ejercicio 4.3.11. Sea X el conjunto de los puntos de R? con alguna coordenada
racional. Prueba que X con la topologia inducida es un subconjunto conexo.

Sea X = {(z,y) eR?*|2€QVyeQ} =R xQ)U(QxR).

Ejercicio 4.3.12. Prueba que no existen aplicaciones continuas e inyectivas de R?
en R.

Sea f : R? — R continua e inyectiva. Tenemos que, como f es continua y R? es
conexo, f(R?) C R es conexo, luego es un intervalo, supongamos de extremos a y b,
a<b, a,beR, o =oo.

Sea ahora ¢ € f(R?) tal que a < ¢ < b, y como [ es inyectiva, consideremos su
preimagen f~!(c) € R?, que es tnica. Sea entonces la restriccién de f a R?\{f~*(c)},
que es un homeomorfismo entre R*\ {f7!(c)} y A\ {c}. Como R*\ {f7!(c)} es
homeomorfo a R? \ {0}, es conexo, por lo que A\ {c} C R es conexo pero no es un
intervalo, ya que a,b € A\ {c} y ¢ ¢ A\ {c}, lo que es una contradiccion.
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Ejercicio 4.3.13. Sea (X,7) un espacio topolédgico y {A;};c; una particién por
subconjuntos conexos y abiertos de (X, 7). Entonces {A4;}icr es la familia de com-
ponentes conexas de X.

Demostrado en la Proposiciéon 3.15.

Ejercicio 4.3.14. Sea X = {a,b,c,d, e}y T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d}, {b,c,d,e}}.
Calcula las componentes conexas de (X, T).

{{a},{b,c,d,e}}

Dicho conjunto tenemos que es una particion de X por subconjuntos conexos y
abiertos, por lo que son las componentes conexas de (X, 7).

Ejercicio 4.3.15. Denotemos por C((a,b),r) la circunferencia en R? con centro
(a,b) y radio r. Demuestra que ninguno de los siguientes espacios topoldgicos es
homeomorfo a cualquier otro:

1. X; = C((0,0),1)
2. Xy =C((=1,0),1)UC((1,0),1)
3. X3 =C((-1,0),1) UC((1,0),1) UC ((0,v3) , 1)

4. X, =C((~1,0),1) UC((1,0),1) U (R x {1}).

- > @
444444>@

-- - > -- -> X
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Veamos en primer que toda circunferencia a la que se le quita un punto sigue
siendo conexa. Tenemos que una circunferencia es homeomorfa a S', que es conexo.
Ademds, también tenemos que S'\ {p} es conexo, y es homeomorfo a una circunfe-
rencia a la que se le quita un punto, por lo que es conexo.

No obstante, veamos que S'\{p, ¢} con p # ¢, es disconexo. Consideremos la recta
R = p+ L{pg} que pasa por p y ¢. Tenemos que R divide R? en dos semiplanos,
ambos abiertos en 7y, y al intersecar cada plano con S'\ {p, ¢}, obtenemos dos
abiertos en Tgi\fp,q (los dos arcos de circunferencia que quedan) que son disjuntos
y cuya unién es S'\ {p, ¢}, por lo que S\ {p, ¢} es disconexo.

Veamos ahora que X; no es homeomorfo al resto. Supongamos que f; : X1 — X;
es un homeomorfismo para i = 2,3,4. Sean p;,q; € X; tales que p; # ¢; para
1 = 2, 3,4, no perteneciendo ambos a la misma circunferencia ni, en el caso de Xy,
a la recta y = 1. Entonces, f; *(p:), fi '(q;) € X son tales que f; *(pi) # f; (%)

por ser f; inyectiva. Consideremos ahora la restriccién de f;, f"}x N o e}
1 i Pi)J; 4

X\ {7 o), £ @)y — Xi \ {pi, %}, que es un homeomorfismo por ser f; ho-
meomorfismo. Veamos ahira que X; \ {p;,¢;} es disconexo para i = 2,3,4. Como
los puntos p;, ¢; no pertenecen a la misma circunferencia, entonces todas las circun-
ferencias son conexas. Ademds, como los puntos no son los puntos de tangencia,
entonces X; \ {p;, ¢;} es la unién de conexos con interseccién no vacia, por lo que son
conexos. En concreto, para el caso de Xy, la recta es conexa por ser homeomorfa a
R y, como los puntos que se han quitado no son de la recta, sigue siendo conexa.
Por tanto, hemos visto que X; \ {p;, ¢;} es conexo, por lo que X; \ {p;, ¢;} es conexo,
pero sabemos que no lo es por ser una circunferencia a la que se le han quitado dos
puntos. Por tanto, llegamos a un absurdo, por lo que X; no es homeomorfo a X;
para i = 2,3, 4.

Veamos ahora que X5 no es homeomorfo a X;, con ¢« = 3,4. Supongamos que
fi + Xo = X; es un homeomorfismo para ¢ = 3,4. Consideramos p = (0,0) € Xs.
Entonces, X5 \ {p} es disconexo, ya que la recta y = 0 divide R? en dos semiplanos,
ambos abiertos en T, y al intersecar cada plano con X5\ {p}, obtenemos dos abiertos
en Tx,\(p} (las dos circunferencias a las que se le ha quitado el (0,0)) que son
disjuntos y cuya unién es X, \ {p}, por lo que X, \ {p} es disconexo. Sin embargo,
X; \ {fi(p)} es conexo para i = 3,4, ya que sigue siendo unién de conexos con
interseccién no vacia (tienen mas de un punto de tangencia). Por tanto, consideramos

la restriccion de f;, fi‘x o Xo\ {p} = Xi \ {fi(p)}, que es un homeomorfismo

por ser f; homeomorfismo. Como X \ {p} es disconexo y X; \ {fi(p)} es conexo,
llegamos a un absurdo, por lo que X5 no es homeomorfo a X; para i = 3, 4.
Veamos ahora que X3 no es homeomorfo a X,. Supongamos que f : X35 — X, es
un homeomorfismo. Sea p = (1,1), y como f es un homeomorfismo, consideramos
f~Yp) € Xs. Entonces, X3\ {f~'(p)} es conexo, porque es la unién de conexos
con interseccién no vacia (tienen mds de un punto de tangencia). Sin embargo,

X4 \ {p} es disconexo. Por tanto, consideramos la restriccién de f, f‘X NTETENE
3 p

X3\ {f'(p)} — X4\ {p}, que es un homeomorfismo por ser f homeomorfismo.
Como X3\ {f~*(p)} es conexo y X, \ {p} es disconexo, llegamos a un absurdo, por
lo que X3 no es homeomorfo a Xj.

Ejercicio 4.3.16. Decide cuales de los siguientes subespacios de R y R? son com-
pactos. Razona la respuesta:
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1. [0, 00]

En todo este ejercicio, haremos uso del Corolario de Heine-Borel (Corolario
3.28.1), que afirma que los compactos en R"™ son los cerrados y acotados.

En este caso, [0, 00| es cerrado pero no acotado, por lo que no es compacto.

2. A=[0,1]NQ

En este caso, [0,1] NQ es acotado, pero no sabemos si es cerrado. Veamos que
existe una sucesién de elementos de A que converge a un punto de R\ A. Sea
la sucesion {z, }nen definida por

1 n
{(1—1——) —2} —re—2
n neN

Dicha sucesion sabemos que es convergente, y converge a e — 2. Tenemos que
x, € A para todo n € N, por lo que, por el Ejercicio 4.1.35.f), e — 2 € A.
Como e —2 ¢ Q, tenemos que e —2 ¢ A, por lo que A # A y, por tanto, A no
es cerrado. Por tanto, A no es compacto.

3. A={(z,y) eR* |z >1,0<y < 2}

Tenemos que A no estd acotado, ya que [1,+00[x{0} C A, y este no estd
acotado por no estarlo [1, +oo[. Por tanto, A no es compacto.

4. A={(z,y) e R?* | |z| + |y| < 1}.

En este caso, A = B1(0,1) bola cerrada unidad para la norma 1. Por tanto, A
es cerrado y acotado, por lo que es compacto.

_ gl V2 V2
5. A=s'\{ (2, -2)}.
Tenemos que A es homeomorfo a R, que no es compacto. Por tanto, A no es
compacto.

6. (10,1[,T) donde T = {0, X} U{]0,1 — [ | n > 2}.

Sea U, =]0,1 — 1/n[. Tenemos que U, es abierto para todo n € N, y que
U, C U,11 para todo n € N. Veamos que U,, es un recubrimiento por abiertos
de 0, 1[. Tenemos que:

UUn:U}O,l—%{:Jirgo}o,l—%[:]o,l[

neN neN

Supongamos ahora que existe un conjunto Iy C N finito tal que {U, },es, €s
un subrecubrimiento de |0, 1. Sea ny = max I,. Entonces,

U u.= U}0,1—1[=]0,1—i[7&]o,1[
nely nely n o

donde la dltima igualdad se da porque #n € N tal que % = 0, por lo que
1

1— - # 1.

Por tanto, (]0, 1], 7) no es compacto.
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7.

10.

(R,7)donde T={OCR|O=U\B,U€eT,BC{L|neN}}

Tomando B = (), vemos claramente que T, C 7. Sea U-] —n,n[e T, C T para
n € N. Entonces, {U, },en es un recubrimiento por abiertos de R, ya que:

U U, = U]—n,n[:R

neN neN

Supongamos ahora que existe un conjunto Iy C N finito tal que {U, }ner, €s
un subrecubrimiento de R. Sea nyg = méx [y. Entonces,

U U, = U] — n,n[=] — ng,no[# R

nelp nelp

Por tanto, (R,7) no es compacto.

. La recta de Sorgenfrey.

El razonamiento es andlogo al caso anterior, ya que 7, C Tg. Por tanto, (R, Ts)
no es compacto.

(@7)

Es facil ver que Q no es cerrado, ya que Q@ = R # Q. Por tanto, Q no es
cerrado, por lo que no es compacto.

X es un conjunto, p € X un punto fijoy 7 ={0O C X |p € O} U{0}.
Tenemos que T es la topologia del punto incluido para p.

Sabemos que si X es finito, entonces (X,7T) es compacto. Supongamos por
tanto que X es infinito. Sea U, = {x,p} para x € X. Entonces, {U,}.cx es
claramente un recubrimiento por abiertos de X, ya que:

X=|J{eyc Y= U.=X

zeX rzeX zeX

Supongamos ahora que existe un conjunto /o C X finito tal que {U,}zer, €s
un subrecubrimiento de X. Es decir,

X — UUmz U{x,p}zfoU{p}

z€lp z€lp

Como I es finito, entonces Iy U {p} es finito, por lo que X es finito, lo que es
una contradiccion.

Por tanto, tenemos que:
(X,T) es compacto <= X es finito
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11. X es un conjunto, p € X un punto fijoy 7T ={0 C X |p ¢ O} U{X}.

Sea {U, }ier un recubrimiento por abiertos de X, es decir, U; € T para todo

rely:
x=Ju
iel
Tenemos p € X, por lo que Jig € I tal que p € U,,. Entonces, U;, € T y
p € U, por lo que U;, = X. Entonces {X} es un subrecubrimiento de X
finito para cualquier recubrimiento de X, por lo que X es compacto.
12. N con la topologia 7 = {0, N} U {{1,...,n} | n € N}.
Sea U, = {1,...,n} para n € N. Entonces, {U, },en es un recubrimiento por
abiertos de N, ya que:
N= U{l,...,n}

neN

Tenemos que U,, C U,;; para todo n € N. Supongamos ahora que existe un
conjunto Iy C N finito tal que {U,}ner, €s un subrecubrimiento de N. Sea
ny = max Iy. Entonces,

Uv.= U .0} ={1,... ,n} #N

nely nelp
ya que los naturales no tienen maximo.

Ejercicio 4.3.17. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Prueba que si A, A’ C X son
subespacios compactos, entonces A U A’ también es compacto.

Demostrado en la Proposiciéon 3.24.

Ejercicio 4.3.18. Sea (X, 7) un espacio topol6gico Hausdorff. Prueba que si {A; }icr

son subespacios compactos de X, entonces [ A; también es compacto.
iel

Demostrado en el Corolario 3.23.1.
Ejercicio 4.3.19. Sea (X,7) un espacio topoldgico compacto y supongamos que

para cada n € N, C, es un subconjunto cerrado y no vacio tal que C, 1 C C,.
Prueba que () C,, # 0.

neN

Por reduccién al absurdo, supongamos que () C,, = ). Entonces, tenemos que
neN
{X \ C, }nen es un recubrimiento por abiertos de X, ya que:

X:X\qu):UX\@

neN neN

donde he aplicado que X \ ) = X. Como X es compacto, entonces existe un sub-
conjunto finito Iy C N tal que {X \ C,, },er, es un subrecubrimiento de X:

XzLJXV%zX\(ﬂCO

nelp nelp
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Como [ es finito, sea ng = max Iy y, como C,, .1 C C, para todo n € N, entonces
Ch, C C), para todo n € Iy, por lo que:

X = UX\cn:X\<ﬂ cn> =X\ Cy,

nelp ne€lp

Por tanto, como X = X \ C,,,, tenemos que C,, = 0, lo que es una contradiccién,

ya que C,,, es no vacio. Por tanto, () C, # 0.
neN

Ejercicio 4.3.20. Sea (X,7) un espacio Hausdorff y compacto y f: X — X una
aplicacion continua. Prueba que existe A C X un subconjunto cerrado y no vacio

tal que f(A) = A.
Como f es continua y va de un compacto a un Hausdorff, por el Teorema 3.25,
tenemos que f es cerrada. Vamos a definirnos la siguiente sucesion:
Ci=X Cri1 = f(Ch)

Aplicaremos el método de induccién para demostrar dos resultados. En primer
lugar, veremos que C), es cerrado no vacio para todo n € N.

s Paran=1:

Como C; = X, entonces C es cerrado. Ademds, como X # (), entonces C'; # ().

= Supuesto cierto para n, veamos que se cumple para n + 1:

Como f es cerrada y C,, es cerrado por hipétesis de induccién, entonces C), 11 =
f(Cy) es cerrado. Ademads, como C,, # () por hipé6tesis de induccién, entonces
por ser f una aplicacién, Cy 1 = f(C,) # 0.

Veamos ahora que C,,,; C C, para todo n € N.
s Paran=1:
Como f: X — X, tenemos que f(X) C X, por lo que:
Co=f(C)=fX)Cc X =0

= Supuesto cierto para n, veamos que se cumple para n + 1:

Como, por hipétesis de induccion, C,, 1 C C,, v f es una aplicacion, entonces
f(Cny1) C f(C,). Por tanto,

Cryz2 = f(Cry1) C f(Ch) = Cra

Por el ejercicio anterior, el Ejercicio 4.3.19, tenemos que [ C,, # (). Sea entonces
neN
A= (1 C, # 0. Como la interseccién arbitraria de cerrados es cerrada, tenemos
neN
que A es cerrado. Veamos que f(A) = A.

f(A):f<ﬂCn):ﬂf(cn):mom_l:ﬂcn:fl

neN neN neN neN

Por tanto, 3A C X cerrado no vacio tal que f(A) = A.
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Ejercicio 4.3.21 (Teorema de la aplicacién contractiva). Demuestra que si X es
un espacio métrico compacto y f : X — X es una aplicacién contractiva (es decir,
existe K < 1 tal que d(f(x), f(y)) < K -d(z,y) para todo z,y € X), entonces existe
un tnico punto x € X tal que f(x) = x.

Como f es contrativa, en particular es lipschitziana, y por el ejercicio 4.2.1 es
continua. Ademds, como X es un espacio métrico, tenemos que es T2. Por tanto,
por el ejercicio anterior, el Ejercicio 4.3.20, tenemos que existe A C X cerrado no
vacio tal que f(A) = A. No obstante, en este ejercicio piden demostrar que A tiene
un unico punto, y que este punto es el tinico punto fijo de f.

Buscamos demostrar que A es un conjunto unitario. Consideremos la aplicacién:

d: XxX — R
(z,y) = d(x,y)

funcién distancia de X continua. Como A C X es cerrado y X es compacto, tenemos
que A es compacto, por lo que A X A es compacto. Por tanto, como d es continua,
d(A x A) C R es compacto, y como R es un espacio métrico, tenemos que d(A x A)
es cerrado y acotado, y en particular alcanza su maximo. Es decir,

dxo, Y0 € A tal que d(xo,y0) = d(z,y) Vr,ye€ A

Como f(A) = A, entonces Jxy,y; € A tales que f(z1) = zo y f(y1) = zo.
Entonces, tenemos que:

d(zo, yo) = d(f(21), f(y1)) < K - d(x1,91) < K - d(z0, y0) =

Como 1 —k > 0y d(xg,y0) = 0, entonces tenemos que d(xg,yo) = 0, por lo que
o = ¥yo. Por tanto,

0=>d(z,y) =dz,y) =0=z=y Ve,ye A

Por tanto, tenemos que A es un conjunto unitario, es decir, A = {zo}. Como
f(A) = A, entonces f(xy) = zo, por lo que z( es un punto fijo de f.

Veamos ahora la segunda parte de la demostracién, probando que es el tnico
punto fijo de f. Sea 2’ € X otro punto fijo de f.

d(zo, 2") = d(f(x0), f(2)) < K - d(x0,2") =
= (1-K)-d(zg,2') 0= d(z0,2') =0 = 29 =2’

Ejercicio 4.3.22. Sea (X, 7)) un espacio topoldgico Hausdorff y { K, }nen una suce-
sion de compactos no vacios en X tal que K,,; C K, para todo n € N. Demuestra

que K= () K, #0 y quesi U € T tal que K C U, entonces existe ng € N tal que
neN

K,, CU.
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Como X es Hausdorff y K,, C X es compacto para todo n € N, tenemos que K,
es cerrado para todo n € N. Ademas, como K, ,; C K, para todo n € N, entonces
K, N K; = K, para todo n € N, por lo que K, es cerrado en K; para todo n € N.
Aplicando el Ejercicio 4.3.19 con X = K; y C,, = K,,, tenemos que K # ().

Supongamos ahora que U € T tal que K C U. Entonces, X \ U € C7, por lo
que K1\ U € Cry, es cerrado en K. Como K es compacto, entonces K \U C K,
es compacto. Veamos que {K; \ K, }nen €s un recubrimiento de K \ U por abiertos
de Kl.

Kl\UCKl\K:Kl\<ﬂKn) =\ K,

Como K7\ U es compacto, existe un subconjunto finito Iy C N tal que la familia
{K;1 \ K,}ner, s un subrecubrimiento de K; \ U:

K \UC UKI\Kn:Kl\(ﬂ Kn>

nelp nelp

Como I es finito, sea nyg = max Iy y, como K, 1 C K,, para todo n € N, entonces
K,, C K, para todo n € I, por lo que:

K \UC UKl\Kn—Kl\(ﬂ Kn) = K\ K,

nelp ne€lp

Por tanto, tenemos que K; \ U C K; \ K,,, por lo que K,, C U. Por tanto,
dny € N tal que K,,, C U.

Ejercicio 4.3.23. Encuentra contraejemplos de las afirmaciones siguientes:

1. En cualquier espacio métrico toda bola cerrada es un subespacio compacto.

Las bolas cerradas son cerrados topoldgicos, y son subconjuntos del espacio
métrico. Si el espacio métrico es compacto, por la proposicion 3.22, entonces
las bolas cerradas son compactas. Por tanto, tenemos que buscar un espacio
métrico que no sea compacto. Ademas, en el caso de R", se ha visto que los
compactos son los cerrados y acotados, por lo que tenemos que buscar un
espacio métrico distinto.

Por ejemplo, sea (X, dgs.) espacio métrico asociado a la la distancia discreta,
con X infinito. Ademés, sabemos que X no es compacto, pues (X, dgis.) =
(X, Taise) vy X es infinito. Entonces, tenemos que:

B(0,1)={r € X |dx0) <1} =X
Por tanto, como X no es compacto, tenemos que B(0,1) no es compacto.

2. En cualquier espacio métrico ninguna bola abierta puede ser un subespacio
compacto.

En todo espacio métrico, sabemos que compacto implica cerrado y acotado.
Por tanto, hemos de encontrar una topologia en la que una bola abierta sea
cerrada.
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Por ejemplo, sea (X, dgs.) espacio métrico asociado a la la distancia discreta,
X finito. Como X es finito, entonces X es compacto. Entonces:

B(0,1)={z € X |d(z,0) <1} ={0} € C7,,..

Por tanto, como X es compacto y B(0,1) € C7r,,.., tenemos que B(0,1) es
compacto.

Ejercicio 4.3.24. Demuestra que no existe ninguna funciéon continua
f : ([07 1]7 7;‘[0 1]> — (RJ 7;)

que verifique f(z) e R\ Qsiz € Qy f(z) e Qsiz e R\ Q.

Ejercicio 4.3.25. Sean (X, 7) e (Y, 7T") espacios topoldgicos con (X, 7T) compacto.
Prueba que la proyeccién 7wy : X XY — Y es cerrada.

Ejercicio 4.3.26. Se dice que C' C R? es una curva de Jordan si C' = f([0, 1]) para
f:10,1] — R? una aplicacién continua e inyectiva. Prueba que no existe una curva
de Jordan que rellene el cuadrado [0, 1] x [0, 1].

Ejercicio 4.3.27. Prueba que los subconjuntos compactos de la recta de Sorgenfrey
son necesariamente numerables.
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